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第 1章 预备知识

目录
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1.1 基本概念

1.1.1 集合与选择公理

集合及其衍生的（真）子集、空集、补集等概念我们已经熟知，其幂集（power set）定义为集合X 的所有子

集构成的集合，通常记为 P(X)或 2X。对于并集和交集，需要进行一些简要说明：为了避免“集合的集合”这

种说法带来歧义，我们常换用“集族”这一术语，其中“族”的英文对应“collection”或“family”。设 S 是一
个集族，那么 S 的并集定义为属于 S 中至少一个集合的点构成的集合，记作 ∪S∈SS；S 的交集定义为属于 S 中
每个集合的点构成的集合，记作 ∩S∈SS。若 S 中任意两个不同的集合交集为空，则称 S 不相交（disjoint）。需
要注意的是，这里不关心 S 是否有限，甚至不关心其是否可数，常见的自然数集和实数集对应的幂集都是集族。
此外，集族 S 还满足如下著名的 De Morgan恒等式：

X\(∪S∈SS) =
⋂
S∈S

(X\S), X\(∩S∈SS) =
⋃
S∈S

(X\S), (1.1.1)

其中X\S表示集合X关于其子集 S的补集。在集合X在上下文明确时，我们也会将补集简记为 Sc。除去第10章
通过Minkowski和定义的差集，其余章节中集合 A−B 均表示集合 {x ∈ X|x ∈ A, x /∈ B} = A ∩Bc。

有了集合的定义，我们可定义一种特殊的“集合”。

定义 1.1 (多重集)

♣

设 S 为非空集合，那么以 S 为基础集（underlying set）的多重集（multiset）M 是由有序对组成的集合：

M =
{
(si, ni)|si ∈ S, ni ∈ Z+, si 6= sj for i 6= j

}
, (1.1.2)

其中 Z+为正整数集，自然数 ni称为M 中元素的重数（multiplicity）。若多重集的基础集有限，我们称多
重集也是有限的，其大小为其所有元素重数之和。

注我们要在第1.4节才公理化定义实数，进而引入正整数的概念，这里体现的是我们多年来应用正整数的熟悉性。
另外，多重集并集定义与集合并集定义的微妙差异在于，前者要求不同集合中相同元素在并集后得到该元素的

重数和。例如对于多重集 A = {1, 1, 2, 2, 2}和 B = {1, 1, 1, 2}，其并集为 A ∪B = {1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2}。

定义 1.2 (函数)

♣

设 S : f → T 为从集合 S 到集合 T 的函数（function）。
1. f 的定义域（domain）为 S；

2. f 的像（image）或值域（range）是集合 im(f) = {f(s)|s ∈ S}；
3. 若 x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)，则称 f 是单射（injective）或嵌入（embedding）；
4. 若 im(f) = T，则称 f 是到 T 上的满射（surjective）；
5. 若 f 既是单射又是满射，则称 f 是双射（bijective）；
6. 假定 0 ∈ T，则 f 的支撑集（support）为 supp(f) = {s ∈ S|f(s) 6= 0}。



1.1 基本概念

注

1. 对于集合 T 的任意子集 B，有时记号 f−1(B) = {s ∈ S|f(s) ∈ B}称为 B 的原像（inverse image）而非逆
映射，其具有保持交集、并集与取补集运算的良好性质：

f−1(∪iBi) = ∪if
−1(Bi), f−1(∩iBi) = ∩if

−1(Bi), f−1(Bc) = (f−1(B))c. (1.1.3)

上述等式对于任意指标集中的指标 i成立，可通过集合相互包含的语言证明；

2. 对于函数 f : S → T 以及 S的任意子集 A，f 在 A上的限制（restriction）定义为映射 f |A : A→ T 其将 A

中的任意元素 a映射到 f(a)。显然，单射的限制仍为单射。

本文关注的理论都默认建立在带选择公理的 Zermelo-Fraenkel集合论上；事实上，说选择公理是现代数学的
主流语言和公理基础都不为过。因此有必要简要介绍选择公理的内容，其等价表述放在第1.1.3小节介绍。

定义 1.3 (选择函数)

♣

设 S 为非空集合构成的非空集族。S 上的选择函数（choice function）f 是从 S 到 ∪S∈SS的函数，其对于

S 中的每个集合 S，f(S)是 S 的一个元素。

公理 1.1 (选择公理)

♥设 S 为非空集合构成的非空集族，则存在 F 上的选择函数。

1.1.2 等价关系

等价关系是一类重要的关系，同构、同胚等关系事实上都是等价关系。

定义 1.4 (等价关系)

♣

设 S 为非空集合，若 S 上的二元关系 ∼满足
1. 自反性（reflexivity）：对于任意 a ∈ S，a ∼ a；

2. 对称性（symmetry）：对于任意 a, b ∈ S，a ∼ b ⇒ b ∼ a；

3. 传递性（transitivity）：对于任意 a, b, c ∈ S，a ∼ b, b ∼ c ⇒ a ∼ c；

则称 ∼为 S 上的等价关系（equivalence relation）。

注我们熟知的（实数、集合等）相等就是一种等价关系；线性代数中的矩阵相似也是一种等价关系

定义 1.5 (等价类)

♣

设∼为 S上的等价关系。对于 S上的元素 a，所有与 a等价的元素集合记为 [a] = {b ∈ S|b ∼ a}，称其为
a的等价类（equivalence class）。

注考虑一种等价关系：两个实数相减为有理数，那么有理数集自身就构成一个等价类。

命题 1.1

♠

设 ∼为 S 上的等价关系，则

1. b ∈ [a] ⇔ a ∈ [b] ⇔ [a] = [b]；

2. 对于任意 a, b ∈ S，要么 [a] = [b]，要么 [a] ∩ [b] = ∅。

证明

1. 若 b ∈ [a]，则 b ∼ a，即 a ∈ [b]，反之类似。现在仅需证明 b ∈ [a] ⇔ [a] = [b]，其中必要性是显然的；对

于充分性，由于 b ∈ [a]，那么对于任意 c ∈ [b]，利用等价关系的传递性，c ∼ b ∼ a，因此 [b] ⊆ [a]；类似

地 [a] ⊆ [b]，因此 [a] = [b]；

2. [a] ∩ [b] = ∅的情形无需讨论；若 [a] ∩ [b] 6= ∅，设存在 c ∈ [a] ∩ [b]，则 c ∈ [a]且 c ∈ [b]，进而 a ∼ c ∼ b。

根据上一条结论，此时 [a] = [b]。
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1.1 基本概念

定义 1.6 (集合的划分)

♣

若非空子集 S 的非空子集族 {A1, · · · , An}满足
1. 对于任意 i 6= j，Ai ∩Aj = ∅；
2. S = A1 ∪ · · · ∪ An；

则称其为 S 的一种划分（partition），其中每个 Ai 称为划分的块（block）。

命题 1.2

♠

1. 设 ∼为 S 上的等价类，那么关于 ∼的不同等价类集合构成了 S 的一个划分的不同块；

2. 反之，若 P 为 S 上的一个划分，则如下定义的二元关系构成 S 上的一个等价关系：

a ∼ b if a and b lie in the same block of P ,

其等价类恰好为 P 的块。

证明

1. 根据命题 1.1，对于任意 a, b ∈ S，若两者不等价，则 [a] ∩ [b] = ∅，满足划分的第一条要求；另外，显然
∪a∈S [a] ⊆ S ⊆ ∪a∈S [a]，即 S = ∪a∈S [a]，满足划分的第二条要求。因此不同等价类构成 S 的一个划分；

2. 请读者自行验证该关系是等价关系，从而结论得证。
关于等价关系最重要的一个问题是找到一种有效的方法来确定两个元素何时等价。不幸的是，在大多数情

况中，这种定义并不提供一种有效的等价性检验方法，由此引出了如下概念。

定义 1.7 (不变量与不变量系统)

♣

设 ∼为 S 上的等价关系。对于任一集合 T，若函数 f : S → T 在每个等价类上均为常数，即

a ∼ b =⇒ f(a) = f(b), (1.1.4)

则称其为不变量（invariant）；若其在每个等价类上均为常数且常数互不相同，即

a ∼ b ⇐⇒ f(a) = f(b), (1.1.5)

则称其为完全不变量（complete invariant）。若不变量族 {f1, · · · , fn}满足

a ∼ b ⇐⇒ fi(a) = fi(b) for all i = 1, · · · , n, (1.1.6)

则称其为完整不变量系统（complete system of invariants）。

定义 1.8 (规范形)

♣

设 ∼为 S上的等价类，C 为 S的某个子集。若对于每个 s ∈ S，存在唯一的 c ∈ C 使得 c ∼ s，则称 C 为

关于 ∼的规范形集（set of canonical form）。换言之，∼下的每个等价类唯一包含 C 中的一个元素。

注线性代数中的 Jordan标准型就是一种规范形。

1.1.3 偏序集与 Zorn引理

定义 1.9 (偏序集)

♣

对于非空集合 P 与二元关系 ≤，(P,≤)构成一个偏序集（partially ordered set），满足
1. 自反性：对于任意 a ∈ P，a ≤ a；

2. 反对称性：对于任意 a, b ∈ P，a ≤ b, b ≤ a ⇒ a = b；

3. 传递性：对于任意 a, b, c ∈ P，a ≤ b, b ≤ c ⇒ a ≤ c。

这里 ≤称为偏序（partial order），读作“小于等于”。偏序集通常也简称为 poset。
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1.1 基本概念

注当偏序在上下文明确时，习惯上采用“设 P 为偏序集”的说法。

定义 1.10

♣

设 P 为偏序集。

1. 若 P 中不存在比元素m大的元素，即对于任意 p ∈ P，m ≤ p ⇒ m = p，则称m为极大元（maximal
element）；

2. 若 P 中不存在比元素 n小的元素，即对于任意 p ∈ P，p ≤ n ⇒ p = n，则称 n为极小元（minimal
element）；

3. 设 a, b ∈ P，则如果元素 u ∈ P 满足 a ≤ u且 b ≤ u，则称 u是关于 a和 b的上界（upper bound）。若存
在关于 a和 b的唯一最小上界，则称其为 a和 b的最小上界（least upper bound）或上确界（supremum），
记作 lub{a, b}；

4. 设 a, b ∈ P，则如果元素 ` ∈ P 满足 ` ≤ a且 ` ≤ b，则称 `是关于 a和 b的下界（lower bound）。
若存在关于 a和 b的唯一最大下界，则称其为 a和 b的最大下界（greatest lower bound）或下确界
（infimum），记作 glb{a, b}；

注需要注意的是，这里术语用的是“极大（小）”而非“最大（小）”，是因为并非偏序集中所有元素都能比大小。

我们将在介绍完“全序集”的概念后给出几个说明性的例子。

定义 1.11 (全序集)

♣

若偏序集内每对元素都是可比较的，则称其为全序集（totally ordered set）或线性序集（linearly ordered set）。
偏序集 P 的任一全序子集称为 P 的一条链（chain）。

例 1.1
1. 实数集 R在通常的二元关系 ≤下构成一个偏序集，同时也是全序集，并且不含最大元素；
2. 自然数集 N = {0, 1, · · · }在整除意义下构成一个偏序集，习惯上用 n|m表示 n整除m；N中所有 2的幂次
构成的子集是 N的一条链。集合 P = {2, 4, 8, 3, 9, 27}是整除意义下的偏序集，其极大元为 8和 27；而偏
序集 Q = {2, 3, 5, 7, 11}内每个元素均为极大元和极小元；

3. 任意非空集合的幂集在集合包含的意义下构成一个偏序集。
有了偏序的概念后，我们就可以介绍选择公理 1.1的等价表述：Zorn引理。

定理 1.1 (Zorn引理)

♥若偏序集 P 的每条链都有上界，则 P 有极大元。

我们在此不证明 Zorn引理，将其视为与选择公理地位相同的一条公理，只能被接受或拒绝。

1.1.4 基数

若存在集合 S与 T 之间的双射，则称 S与 T 具有相同的基数（cardinality），记作 |S| = |T |。一个稍微有些
反直觉的结果是自然数集、整数集与有理数集具有相同的级数，或称三者等势（equipotent），即 |N| = |Z| = |Q|。
这一结论我们将在第1.4节定义了有理数后进行证明。

若 S 与 T 的某个子集构成一一映射，将其记为 |S| ≤ |T |；若 S 与 T 的某个真子集但不与整个 T 构成一一

映射，则记为 |S| < |T |。需要强调的是，第二个条件是必要的，例如 N能与 Z的真子集（例如 N自身）构成一
一映射，但同时也与 Z构成一一映射，因此 |N| = |Z|。

定义 1.12
1. 若某个集合能与形如 Zn = {0, 1, · · · , n− 1}的集合构成一一映射，则称其有限（finite），其中 n是

某个非负整数。非有限的集合称为无限的（infinite），有限集的基数就是集合的元素数；
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1.1 基本概念

♣

2. 自然数集 N的基数为 ℵ0，读作“阿列夫零（aleph nought）”，其中 ℵ是希伯来（Hebrew）字母表的
第一个字母，因此 |N| = |Z| = |Q| = ℵ0；

3. 任何具有基数 ℵ0 的集合称为可数无穷集（countably infinite set），任何有限或可数无穷的集合称为
可数集（countable set）。非可数的无穷集称为不可数的（uncountable）。

注要证明 |R| > |N|，严格的证明我们放到第1.4节，这里我们先介绍 1891年由 Cantor提出的一种更直观的方法：
对角论证法。

1. 假设区间 [0, 1]是可数无穷的，并且已知区间内的每个数字都能用小数表达；

2. 将这些数字 r1, · · · , rn 排成序列（不要求按通常的序排列），并如下构造一个区间 [0, 1]上的实数 x：若 rk

的小数点后第 k位不是 1，则取 x的第 k位为 1；反之取 x的第 k位为 2。显然 x是 [0, 1]内的小数；

3. 由于 x的特殊定义，x与序列中的每个小数 xn必然在第 n位不同，即 x不在序列 (r1, · · · , rn)内。但这与
“(r1, r2, · · · )包含所有区间 [0, 1]内的实数”的假设矛盾，因此 [0, 1]不是可数无穷的，进而 R也不是。
若 S 和 T 是有限集，则偏序的定义要求 |S| ≤ |T |, |T | ≤ |S| ⇒ |S| = |T |；另外，S 的幂集 P(S)的基数

2|S| 显然大于 |S|。对于无限集而言，上述结果依然成立。

定理 1.2

♥

1. Schrödinger-Berstein定理：对于任意集合 S 与 T，|S| ≤ |T |, |T | ≤ |S| ⇒ |S| = |T |；
2. Cantor定理：对于任意集合 S，|S| < |P(S)|；
3. 若 P0(S)表示无限集 S 的所有有限子集构成的族，则 |S| = |P0(S)|。

现在我们可以陈列一些基数算术（cardinal arithmetic）的基本结论，首先介绍笛卡尔积（Cartesian product）
的概念：设 S 和 T 为集合，那么其笛卡尔积 S × T 定义为由所有 S 和 T 中元素的有序对 (s, t)构成的集合，即

S × T = {(s, t)|s ∈ S, t ∈ T}。所有从 T 到 S 的函数构成的集合记为 ST。

定义 1.13 (基数算术)

♣

设 κ和 λ为基数，S 和 T 为任意满足 |S| = κ和 |T | = λ的不相交集合。

1. 和 κ+ λ是 |S ∪ T |的基数；
2. 积 κλ是 S × T 的基数；

3. 幂 κλ 是 ST 的基数。

注通过基数算术的定义，记号 ST 的含义也更加清晰：对于有限集 S和 T，T 中的每个元素独立地有 |S| = κ种

映射的可能，因此
∣∣Sλ
∣∣ = κλ。特别地，当 S 只包含两个元素（不妨记为 0和 1）时，T 中的元素映射到 0和 1

可分别理解为该元素是否出现。将出现的元素置于一个新的集合，此即 T 的子集。因此所有可能的映射恰好与

T 的所有子集形成一一对应，因此其幂集可记为 2T。根据 Cantor定理 1.2，|T | <
∣∣2T ∣∣ = 2|T |。

通过上述定义，容易验证基数算术的以下基本性质。

命题 1.3

♠

设 κ, λ, µ为基数，则其具有下列性质。

1. 结合律（associativity）:κ+ (λ+ µ) = (κ+ λ) + µ, κ(λµ) = (κλ)µ；

2. 交换律（commutativity）：κ+ λ = λ+ κ, κλ = λκ；

3. 分配律（distributivity）：κ(λ+ µ) = κλ+ κµ；

4. 指数性质：
(1) κλ+µ = κλκµ；

(2) (κλ)µ = κλµ；

(3) (κλ)µ = κµλµ。
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1.1 基本概念

尽管上述性质反映出基数算术与通常算术的相似之处，下述命题又反映出两者间的细微差别。

命题 1.4

♠
设 κ和 λ为基数，其中至少一个无穷，则 κ+ λ = κλ = max {κ, λ}。

事实上，ℵ0是最小的无穷势，即如果基数 κ < ℵ0，则 κ为自然数。另外，可以证明1实数集 R与幂集 P(N)
间存在一一映射，因此 |R| = 2ℵ0。有时实轴上的点称为连续统（continuum），因此 2ℵ0 称为连续统势（power of
the continuum），记作 c。

命题 1.5

♠

1. 在基数 ℵ0上作用可数次加法或有限次乘法，并不产生任何高于 ℵ0的基数。特别地，对于任一非零

自然数 n，我们有

ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 and ℵn
0 = ℵ0. (1.1.7)

2. 在基数 2ℵ0 上作用可数次加法和乘法，并不产生高于 2ℵ0 的基数，即

ℵ0 · 2ℵ0 = 2ℵ0 and (2ℵ0 )
ℵ0 = 2ℵ0 . (1.1.8)

证明

1. 根据命题 1.4，ℵ0 · ℵ0 = max {ℵ0,ℵ0} = ℵ0，另一结论类似；

2. 根据命题 1.4，第一条结论显然；再利用命题 1.3，(2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0。

利用此命题，我们可以得到一些特殊的关系。例如根据 2 < ℵ0 < 2ℵ0 可得 2ℵ0 ≤ ℵℵ0
0 ≤ (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0，因

此 ℵℵ0
0 = 2ℵ0。不过一般而言，估计 κλ 是极其困难的。

命题 1.6

♠
设 {Ak|k ∈ K}是以K为指标集的集族，其中 |K| = κ。若对于任意 k ∈ K，|Ak| ≤ λ，则有 |∪k∈KAk| ≤ λκ。

最后，我们描述一些著名集合的基数。

命题 1.7

♠

1. 下列集合具有基数 ℵ0：

(1) 有理数集 Q和整数集 Z；
(2) N的所有有限子集构成的集合；
(3) 可数个可数无穷集合的并集；
(4) 所有有序整数 n元组构成的集合 Zn；

2. 下列集合具有基数 2ℵ0：

(1) Rn 中的所有点构成的集合；

(2) 所有自然数的无穷序列构成的集合 {(a1, a2, · · · )|ai ∈ N}；
(3) 所有实数的无穷序列构成的集合；
(4) R的所有有限子集构成的集合；
(5) 全体无理数构成的集合。

证明

1. (1) 该结果显然；
(2) 源于定理 1.2；
(3) 不妨设集族 {Ak|k ∈ K}，其中 |K| ≤ ℵ0 且 |Ak| = ℵ0。根据命题 1.4和1.6，|∪k∈KAk| ≤ |K| · ℵ0 =

max {|K|,ℵ0} = ℵ0；另一方面，对于任意 k ∈ K，Ak ⊆ ∪k∈KAk，因此 |∪k∈KAk| ≥ |Ak| = ℵ0。因

1一种简单的方法是利用 Cantor集中的元素 x =
∑∞

n=1 2an/3（其中 an ∈ {0, 1}）将区间 [0, 1]与自然数集的幂集 2N关联起来，不过 Cantor
集的详细介绍将放到“测度论”这一部分，届时读者可以回头重新审视这一结论
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1.2 代数结构

此 |∪k∈KAk| = ℵ0；

(4) 源于命题 1.5；
2. (1) 源于命题 1.5；

(2) 源于命题 1.5后的讨论，有 ℵℵ0
0 = 2ℵ0；

(3) 这里的“无穷序列”实际上是一种枚举，而枚举对应的指标集恰好为自然数集。枚举的定义将放到
第1.4节介绍。根据命题 1.5，(2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0；

(4) 源于定理 1.2；
(5) 由于有理数集与无理数集不相交，设后者的基数为 κ，则根据命题 1.4，

2ℵ0 = |R| = |Q ∪ (R\Q)| = ℵ0 + κ = max {ℵ0, κ}, (1.1.9)

从而 |R\Q| = κ = 2ℵ0。

1.2 代数结构

定义 1.14 (群)

♣

非空集合 G在二元运算 ∗下可构成一个群（group），满足
1. 封闭性：对于任意 a, b ∈ G，a ∗ b ∈ G；

2. 结合律：对于任意 a, b, c ∈ G，(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)；
3. 单位元（identity）：存在 e ∈ G，使得对于任意 a ∈ G，a ∗ e = e ∗ a = a；

4. 逆元（inverse）：对于任意 a ∈ G，存在 a−1 ∈ G，使得 a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e。

定义 1.15 (Abelian群)

♣

若对于群G中任意元素 a, b均有 a ∗ b = b ∗a，则称G是阿贝尔的（Abelian）或交换的（commutative）。对
于 Abelian群，习惯上将运算 ∗记为+，并将单位元称为零元（zero element），将逆元称为负元（negative），
记为 −a。

例 1.2
1. 从 S 到 S 的所有双射在复合运算（composition）下构成一个群（通常非 Abelian）；
2. R上所有m × n矩阵构成的集合，在矩阵加法下构成一个 Abelian群，其零元为零矩阵 0m×n。不过 R上
所有 n× n矩阵构成的集合，在矩阵乘法下并不构成群，因为并非所有矩阵都具有乘法逆；当然如果局限

在同规模可逆矩阵构成的集合，其在矩阵乘法下仍然构成（非 Abelian）群。

定义 1.16 (环)

♣

非空集合 R在二元运算加法（记为 +）和乘法（用并置表示）下构成一个环（ring），满足
1. R在加法下构成一个 Abelian群；
2. 乘法结合律：对于任意 a, b, c ∈ R，(ab)c = a(bc)；

3. 左右分配律：对于任意 a, b, c ∈ R，(a+ b)c = ac+ bc且 c(a+ b) = ca+ cb。

若对于任意 a, b ∈ R有 ab = ba，则称环是交换的；若环 R具有乘法单位元，则称其为含幺环（ring with
identity），通常该单位元记为 1。

例 1.3
1. 集合 Zn = {0, 1, · · · , n− 1}在模 n的加法和乘法下个构成交换环，即

a⊕ b = (a+ b) mod n and a� b = ab mod n, (1.2.1)

其中元素 1 ∈ Zn 为单位元；

2. 全体偶数构成的集合 E 在 Z的通常运算下构成交换环，但没有单位元；

7



1.3 度量空间

3. R上所有 n× n矩阵在矩阵加法和乘法下构成非交换环，其单位元 In 为单位矩阵；

4. 所有以 x为自变量的实系数多项式，在通常的多项式加法和乘法运算下构成交换环。

定义 1.17 (域)

♣

至少含有两个元素的集合 F 在二元运算加法（记为+）和乘法（用并置表示）下构成一个域（field），满足
1. F 在加法下构成一个 Abelian群；
2. 所有非零元素构成的集合 F ∗ 在乘法下构成一个 Abelian群；
3. 左右分配律：对于任意 a, b, c ∈ F，(a+ b)c = ac+ bc且 c(a+ b) = ca+ cb。

注我们要求 F 至少含有两个元素，是为了避免出现“0 = 1”的病态情况。

1. 全体有理数、实数和复数到的集合 Q,R和 C在通常的加法和乘法下各自构成域；
2. 环 Zn 构成域当且仅当 n为素数，以后将该素数记为 p。

若每个定义在域 F 上的非常数多项式均在 F 上有根，则称 F 代数封闭（algebraically closed）。这等价于每个非
常值多项式可在 F 上分解为一系列线性因子，例如复数域 C代数封闭，但实数域 R则不是。我们不加证明地指
出，每个域 F 都包含在一个代数闭域（algebraically closed field）F̄ 内，称 F̄ 为 F 的代数闭包（algebraic closure）。

1.3 度量空间
这一节我们引入度量空间中的拓扑性质，尽可能避免一般的拓扑空间（参见附录A）的讨论。

1.3.1 度量空间

定义 1.18 (度量空间)

♣

度量空间（metric space）是一组有序对 (X, d)，其中X 为非空集合，实值函数 d : X ×X → R称为X 上

的度量（metric），满足
1. 正定性（positive definiteness）：对于任意 x, y ∈ X，d(x, y) ≥ 0，等号成立当且仅当 x = y；

2. 对称性（symmetry）：对于任意 x, y ∈ X，d(x, y) = d(y, x)；

3. 三角不等式（triangle inequality）：对于任意 x, y, z ∈ X，d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)。

注

1.“正定性”中的“定”性是重要的，例如对于区间 [0, 1]上全体可微函数 f : [0, 1] → R构成的集合，积分ˆ 1

0

|f ′(x)− g′(x)| dx (1.3.1)

并不构成度量，因为积分为零时 f(x)和 g(x)可能分别为不同的实常数；

2. 若 (X, d)为度量空间，则每个子集 Y ⊆ X 在继承自 (X, d)的度量下也构成一个度量空间，此时称 Y 上的

度量为 X 上的度量诱导的度量。

例 1.4度量空间的一个最简单例子是 R，其度量恰好为绝对值：d(x, y) = |x− y|。Rn中的标准度量为 Euclidean
度量（Euclidean metric），定义为

d(x,y) = ‖x− y‖2 =

(
n∑

i=1

|xi − yi|2
)1/2

for all x,y ∈ Rn. (1.3.2)

定义 1.19 (开球和闭球)
设 (X, d)为度量空间，x ∈M 且 r > 0为正实数。

1. 以 x为中心、r为半径的开球（open ball）为

B(x, r) = {y ∈ X|d(x, y) < r}. (1.3.3)
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1.3 度量空间

♣

2. 以 x为中心、r为半径的闭球（closed ball）为

B̄(x, r) = {y ∈ X|d(x, y) ≤ r}. (1.3.4)

利用开球我们可以定义度量空间上的开集，从而定义拓扑。

定义 1.20 (开集与闭集)

♣

设 (X, d) 为度量空间，对于子集 U ⊆ X 内每个点 x，均存在 r > 0 使得 B(x, r) ⊆ U，则称 U 为开集

（open set）。若子集 U 的补集 X\U 为开集，则称 U 为闭集（closed set）。

注根据上述定义，开球 B(x, r)显然是开集：对于任意 y ∈ B(x, r)，总存在 ε = (r − d(x, y))/2 > 0使得 B(y, ε)

中的每个点 z均满足 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < d(x, y) + ε = (r + d(x, y))/2 < r，因此 B(y, ε) ⊆ B(x, r)。

根据上述定义，容易验证度量空间中的开集具有如下基本性质。

定理 1.3

♥

度量空间 (X, d)中的开集具有如下性质：

1. ∅, X 为开集；
2. 开集的有限交集为开集；
3. 开集的任意并集为开集。

证明 性质 1是显然的；对于性质 2，考虑开集 U1和 U2，对于任意 x ∈ U1 ∩U2，存在开球 B(x, r1)和 B(x, r2)，

使得 B(x, r1) ⊆ U1 且 B(x, r2) ⊆ U2。取 r = min {r1, r2}，则 B(x, r) ⊆ U1 ∩ U2，因此 U1 ∩ U2 为开集；对于

性质 3，考虑开集族 {Uk|k ∈ K}，对于任意 x ∈ ∪k∈KUk，存在指标 k使得 x ∈ Uk，因此存在开球 B(x, r)使得

B(x, r) ⊆ Uk ⊆ ∪k∈K，因此 ∪k∈KUk 为开集。

对比拓扑的定义 A.1，容易看出 X 的所有开子集构成了 X 上的一个拓扑。

定义 1.21 (邻域)

♣
设 (X, d)为度量空间。若对于 x ∈ X 和集合 U，存在开集 V ⊆ U 使得 x ∈ V，则称 U 是 x的一个邻域。

有了邻域的概念，可以定义一些与度量空间内的给定子集有关的集合。

定义 1.22 (内部、闭包与边界)

♣

设 U 为度量空间 (X, d)的一个子集。若 U 是 x的邻域，则称点 x ∈ U 为 U 的内点（interior point），并称
1. Int(U) = {x ∈ U |x is an interior of U}为 U 的内部（interior）；
2. Ū = {x ∈ X|U ∩ V 6= ∅ for every neighbourhood V of x}为 U 的闭包（closure）；
3. ∂U = Ū\Int(U)为 U 的边界（boundary）。

注容易证明，U 为开集当且仅当 U = Int(U)，而 U 为闭集当且仅当 Ū = U。

有时考察（有限）多个度量空间的乘积是方便的，同时也有可能在这样的积空间上定义度量。

命题 1.8 (积空间与积度量)

♠

设 (Xi, di) (i = 1, · · · , n)为度量空间，则 X = X1 × · · · ×Xn 是具有度量

d(x, y) =

n∑
i=1

di(xi, yi) (1.3.5)

的度量空间，其中 x = (x1, · · · , xn) ∈ X 且 y = (y1, · · · , yn) ∈ Y。由此引入的度量称为积度量（product
metric），相应的度量空间 (X, d)称为积空间（product space）。
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1.3 度量空间

1.3.2 极限

定义 1.23 (极限)

♣

设 (xn)n∈N 是度量空间 (X, d)的一个序列。若对于 x的每个邻域 U，存在 n0 ∈ N使得 xn ∈ U 对所有

n ≥ n0 成立，则称 x是 (xn)的极限（limit），记为

x = lim
n→∞

xn or xn → x and n→ ∞. (1.3.6)

若序列有极限，则称其收敛（convergent），否则称其发散（divergent）。

对于度量空间（而非一般拓扑空间），其收敛性描述存在更直观的等价表述。

命题 1.9

♠

设 (xn)为度量空间 (X, d)的一个序列，且 x ∈ X，则以下表述等价：

1. limn xn = x；

2. 对于每个 ε > 0，存在 n0 ∈ N使得 d(xn, x) < ε对所有 n ≥ n0 成立。

证明 若表述 1成立，则根据定义，对于任意 ε > 0，B(x, ε)是 x的一个邻域。因此存在 n0 ∈ N，使得 xn ∈ B(x, ε)

对所有 n ≥ n0成立，即 d(xn, x) < ε；反之若表述 2成立，则根据定义，对于 x的每个邻域 U，存在开集 V ⊆ U

使得 x ∈ V，进而存在 r > 0使得 B(x, r) ⊆ V。那么存在 n0 ∈ N，使得 xn ∈ B(x, r) ⊆ U 对所有 n ≥ n0 成立。

命题 1.10 (极限的唯一性)

♠
度量空间 (X, d)内的序列至多有一个极限。

证明 假设 (xn)在 (X, d)中有两个极限值 x和 y，则根据命题 1.9，对于给定的 ε > 0，总存在 n1 ∈ N和 n2 ∈ N，
使得 d(xn, x) < ε/2 对所有 n ≥ n1 成立，且 d(xn, y) < ε/2 对所有 n ≥ n2 成立。取 n0 = max {n1, n2}，则
d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y) < ε对所有 n ≥ n0 成立。因此 y = x。

此外，我们还可以用序列刻画闭包。

定理 1.4

♥
设 U 为度量空间 (X, d)内的子集，则 x ∈ Ū 当且仅当存在 U 内的序列 (xn)，使得 n→ ∞时 xn → x。

证明 若 x ∈ Ū，则 B(x, 1/n)是 x的一个邻域，其中 n为正整数。根据定义，U ∩B(x, 1/n) 6= ∅，因此总可以
选择 xn ∈ U ∩ B(x, 1/n)，因此 d(xn, x) < 1/n。利用 Archimedean性质1.19，对于任意 ε > 0，总存在 n0 ∈ N
使得 1/n0 < ε，故 limn xn = x；反之对于 x的每个邻域 V，总存在开球 B(x, r) ⊆ V，进而对于该开球，存在

n0 ∈ N使得 d(xn, x) < r对所有 n ≥ n0 成立，即存在 xn ∈ U ∩ V，因此 x ∈ Ū。

事实上，还有另一个与收敛强相关的概念：Cauchy列。相比于研究序列本身的极限值，在 Cauchy列中我们
通常仅关心其逐项特征，从而避免了通常繁琐的极限值讨论。

定义 1.24 (Cauchy列)

♣

设 (xn)为度量空间 (X, d)内的序列。若对于每个 ε > 0，存在 n0 ∈ N使得 d(xn, xm) < ε对所有m,n ≥ n0

成立，则称 (xn)为 Cauchy列（Cauchy sequence）。

命题 1.11

♠
设 (X, d)为度量空间，则每条收敛列都是 Cauchy列。

证明 对于收敛到 x的序列 (xn)和任意正数 ε，总存在 n0 ∈ N使得 d(xn, x) < ε/2对所有 n ≥ n0 成立。因此

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) < ε对所有 n,m ≥ n0 成立，从而 (xn)是 Cauchy列。
不过反向结论通常不成立，即在一般的度量空间中，并非所有 Cauchy列都有极限，从而引出如下定义。
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1.3 度量空间

定义 1.25 (完备度量空间)

♣若度量空间中的每条 Cauchy列都具有极限，则称其完备（complete）。

完备度量空间具有如下重要性质。

命题 1.12

♠

设 (X, d)为度量空间。

1. X 的完备子空间是闭集；
2. 若 X 完备，则 X 的子空间完备当且仅当其为闭集。

证明

1. 若 X 的子空间 S 完备，则对于 S 内收敛到 x的序列 (xn)，则根据命题 1.11，其为 Cauchy列。由于 S 完

备，(xn)收敛到 S内某个点 x′。由极限的唯一性（命题 1.10），x = x′ ∈ S。进而根据定理 1.4，S为闭集；
2. 这里仅需证明必要性。当X 完备且其度量子空间 S是闭集时，考虑 S内的一组 Cauchy列 (xn)。由于 (xn)

也是 X 内的 Cauchy列，其收敛到某个 x ∈ X。由于 S 时闭集，故极限值 x ∈ S，从而 S 完备。

最后，我们考察积空间的完备性，其结论是直观的。

命题 1.13 (积空间的完备性)

♠
设 (Xi, di) (i = 1, · · · , n)为完备度量空间，则相应的积空间关于积度量是完备的。

证明 对于积空间 X = X1 ××Xk 和积度量 d(x, y) =
∑k

i=1 d(xi, yi)，其内每条 Cauchy列 (xn)中每个元素记为

xn = (xn,1, · · · , xn,k)。那么对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N，使得 di(xn,i, xm,i) ≤ d(xn, xm) < ε。对所有 n,m ≥ n0

成立。可见对于给定的 i，(xn,i)n∈N构成一条 Cauchy列，因此其收敛到某个 yi ∈ Xi。设 y = (y1, · · · , yk) ∈ X，

那么对于任意正数 ε，总存在 ni ∈ N，使得 d(xn,i, yi) < ε/k。取 n0 = maxi {ni}，则 d(xn, y) < ε对所有 n ≥ n0

成立，从而 (X, d)也是完备的。

1.3.3 紧致性

定义 1.26 (开覆盖与紧致性)

♣

设 (X, d)为度量空间，若存在 X 内的开集族 (Uk)k∈K 使得 X ⊆ ∪k∈KUk，则称其为 X 的开覆盖（open
cover）。若对于每个开覆盖 (Uk)k∈K，存在有限多个 ki ∈ K (i = 1, · · · ,m)使得 (Uki

)i=1,··· ,m 是 X 的开

覆盖，则称空间 X 是紧致的（compact），并称 ∪m
i=1Uki 为 X 的有限子覆盖（finite subcover）。

例 1.5 Euclidean空间 Rn 中的有界闭子集紧致。此性质源于 Heine-Borel定理 1.10，我们将在第1.4.4小节介绍。
有了紧致性的概念后，一个关心的问题是：紧致集的子集是否紧致。以下命题将给出答案。

命题 1.14

♠紧致度量空间的闭子集是紧致的。

证明 设 C 为紧致度量空间 X 的一个闭子集。若 (Uk)k∈K 为 C 的一个开覆盖，则将开集X\C 加入该并集，可
得X 的一个开覆盖。由于X 紧致，因此该开覆盖存在一个有限子覆盖，即存在有限个指标 k使得X ⊆ (X\C)∪
(∪m

k=1Uk)，进而 C = C ∩X ⊆ C ∩ (∪m
k=1Uk) = ∪m

k=1Uk。因此 C 也是紧致的。

最后我们证明紧致度量空间的有限积也是紧致的。

命题 1.15

♠
设 (Xi, di) (i = 1, · · · , n)为紧致度量空间，则 X = X1 × · · · ×Xn 关于积度量紧致。
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证明 根据定理 1.3，对于任意 x ∈ X，存在开球 B(x, rx) ⊆ X，进而 ∪x∈XB(x, rx) ⊆ X；另一方面，对于任

意 x ∈ X，显然 x ∈ B(x, rx) ⊆ ∪x∈XB(x, rx)，从而 X ⊆ ∪x∈XB(x, rx)。因此 X = ∪x∈XB(x, rx)。采用完全

归纳法，当 n = 1时该命题的结论显然成立。假设该结论对于任意 k < n个紧致度量空间的笛卡尔积成立，那

么设 X1 的有限开覆盖为 ∪k
i=1B1(x1,i, r1,i)，那么 ∪k

i=1B1(x1,i, r1,i) ⊆ ∪x∈X1
B(x, rx) = X1 ⊆ ∪k

i=1B1(x1,i, r1,i)，

故X1 = ∪k
i=1B1(x1,i, r1,i)；类似地，设X2 × · · · ×Xn的有限开覆盖为 ∪m

j=1B2((x2,j , · · · , xn,j), r2,j)。对于任意
y = (y1, · · · , yn) ∈ X，存在指标 i使得 d1(x1,i, y1) < r1,i；存在指标 j 使得

∑n
i=2 di(xi,j , yi) < r2,j。因此存在

zi,j = (x1,i, x2,j , · · · , xn,j) ∈ X 使得 d(y, zi,j) < r1,i + r2,j，即 X ⊆ ∪i,jB(zi,j , r1,i + r2,j)，从而 X 紧致。

1.3.4 连续函数

定义 1.27 (连续函数)

♣

对于两个度量空间X和 Y 之间的函数 f : X → Y，若对于每个 f(x)的邻域 V ⊆ Y，存在 x的邻域U ⊆ X

使得 f(U) ⊆ V，则称函数 f 在点 x ∈ X 处连续（continuous at x）。若映射 f : X → Y 在所有 x ∈ X 上

连续，则称其连续（continuous），并记所有从 X 到 Y 的连续映射构成的集合记为 C(X,Y )。

关于逐点连续，存在几种等价表述。

命题 1.16 (逐点连续的刻画)

♠

设 X,Y 为度量空间，f : X → Y 是一个函数，则下列表述等价：

1. f 在 x ∈ X 处连续；

2. 对于每个 ε > 0，存在 δ > 0使得 dY (f(x), f(y)) < ε对所有满足 dX(x, y) < δ的 y ∈ X 成立；

3. 对于每个 X 中满足 xn → x的序列 (xn)，当 n→ ∞时有 f(xn) → f(x)。

证明

1. 当表述 1成立时，对于每个 ε > 0以及 f(x)的邻域 B(f(x), ε)，存在 x的邻域 U 使得 f(U) ⊆ B(f(x), ε)。

根据定义，存在开集 V ⊆ X 使得 x ∈ V，故存在开球 B(x, δ) ⊆ V，因此 f(B(x, δ)) ⊆ B(f(x), ε)，表述 2
成立；

2. 当表述 2 成立时，对于 X 中每条收敛到 x 的序列 (xn)，希望存在 δ > 0，使得 dY (f(x), f(xn)) < ε 对

所有满足 dX(x, xn) < δ 的 y ∈ X 成立。由 Archimedean 性质1.19，存在 n0 ∈ N 使得 1/n0 < δ。因此

dY (f(x), f(xn)) < ε对于所有 n ≥ n0 成立，即表述 3成立；
3. 当表述 3成立时，要证明表述 1成立，可证明其逆否命题：若 f 在 x ∈ X 处不连续，即存在 f(x)的某个

邻域 V ⊆ Y，对于 x的任意邻域 U ⊆ X，均有 f(U) 6⊆ V。因此取 Un = {y|d(x, y) < 1/n}，从中选择 xn

使得 f(xn) /∈ V。此时由 Archimedean性质（命题 1.19），对于任意正数 ε，存在自然数 n0 使得 1/n0 < ε，

即 d(x, xn) < ε对所有 n ≥ n0成立。那么 (xn) → x，但 d(f(x), f(xn)) > sup {d(f(x), y)|y ∈ V } > 0对所

有自然数 n成立，因此 (f(xn)) ↛ f(x)，表述 3不成立。
类似地，关于连续函数，也存在如下等价表述。

命题 1.17 (连续函数的刻画)

♠

设 X,Y 为度量空间，则下列表述等价：

1. f ∈ C(X,Y )；

2. 对于每个开集 O，f−1(O)也是开集；

3. 对于每个闭集 C，f−1(C)也是闭集；

4. 对于每个 x ∈ X 和 f(x)的每个邻域 V，存在 x的邻域 U ⊆ X 使得 f(U) ⊆ V；

5. 对于每个 x ∈ X 和 ε > 0，存在 δ > 0使得 dY (f(x), f(y)) < ε对满足 dX(x, y) < δ的 y ∈ X 成立。

证明 注意到(1.1.3)式提到的原像保持取补运算的性质，表述 2和 3显然等价。
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1. 若表述 1成立，则对于每个开集 O，任取 x ∈ f−1(O)，则 O是 f(x)的一个邻域。根据定义，f−1(O)是 x

的一个邻域，进而存在开球 B(x, r) ⊆ f−1(O)。结合 x的任意性，可知 f−1(O)为开集；

2. 若表述 2成立，则对于每个 x和 f(x)的每个邻域 V，存在开集 V ′ ⊆ V 使得 f(x) ∈ V ′，从而 f−1(V ′) ⊆
f−1(V )也是开集。由于 x ∈ f−1(V ′)，U = f−1(V ′)是 x的一个邻域，且满足 f(U) ⊆ V，表述 4成立；

3. 若表述 4成立，则对于任意正数 ε，取 V = B(x, ε)。那么存在 x的邻域 U ⊆ X 使得 f(U) ⊆ B(x, ε)。根

据定义，存在开球 B(x, δ) ⊆ U，因此 f(B(x, δ)) ⊆ B(x, ε)，表述 5成立；
4. 若表述 5成立，则对于每个 x ∈ X和 f(x)的每个邻域 V，存在开球B(f(x), r) ⊆ V。那么存在开球B(x, δ)

使得 f(B(x, δ)) ⊆ B(f(x), ε)，同时 B(x, δ)也是 x的一个邻域，故表述 1成立。
我们在紧致集上继续讨论连续函数的性质。

命题 1.18

♠
若 f ∈ C(X,Y )且 X 紧致，则像 f(X)在 Y 内紧致。

证明 设 f(X)存在开覆盖 ∪k∈KUk，其中每个 Uk 为开集。那么根据命题 1.17，每个 f−1(Uk)也是开集，因此

f−1(∪k∈KUk) = ∪k∈Kf
−1(Uk)同样为开集。由于X紧致，要求存在有限多个开集 Ui，使得X ⊆ ∪n

i=1f
−1(Ui) =

f−1(∪n
i=1Ui)，进而 f(X) ⊆ ∪n

i=1Ui，可见 Y 紧致。

根据上述命题，我们可导出实值连续函数的一个重要性质。

定理 1.5 (极值定理)

♥

设 X 为紧致度量空间，f ∈ C(X,R)，则 f 可达到极大值和极小值，即存在 x1, x2 ∈ X 使得 f(x1) =

inf {f(x)|x ∈ X}且 f(x2) = sup {f(x)|x ∈ X}。

证明 利用命题 1.18和 Heine-Borel定理 1.10，f(X)是有界闭集，因此 y = inf {f(x)|x ∈ X} < +∞。根据下确
界的定义，对于任意 n ∈ N，总存在 xn ∈ X 使得 y + 1/n > f(xn) ≥ y，即 |f(xn)− y| = f(xn)− y < 1

n，因此

当 n→ ∞时 f(xn) → y。根据定理 1.4，y ∈ f(X)，即存在 x1 ∈ X 使得 f(x1) = y = inf {f(x)|x ∈ X}。另一条
结论类似可证。

1.4 实数基础
这一节我们对实数进行更严格、更系统的公理化定义，并补充一些在后文会经常用到的实数相关的性质。

1.4.1 域公理、正性公理和完备性公理

我们假设实数集 R已给定，并且对于每对实数 a和 b，存在已定义的实数 a+ b和 ab，分别称为 a与 b的和

与积，其满足如下域公理、正性公理和完备性公理。

公理 1.2 (域公理)

♥实数集 R在加法和乘法运算下构成一个域。

公理 1.3 (正性公理)

♥

存在一个称为正数（positive number）集的实数集，其满足以下两条性质：
1. 若 a和 b为正，则 ab和 a+ b也为正；

2. 对于一个实数 a，下列三种情况有且仅有一种成立：a是正数、−a是正数和 a = 0。

正性公理自然地引出了实数的一种序关系：对于实数 a和 b，我们定义 a > b为 a − b为正，定义 a ≥ b为

a > b或 a = b。随后可定义 a < b和 b ≤ a。
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1.4 实数基础

利用域公理和正性公理，可以形式化地建立不等式中一些熟悉的性质。给定满足 a < b的实数 a和 b，我们

定义 (a, b) = {x|a < x < b}，并称 (a, b)中的点存在于 a和 b之间。若对于非空实数集 I 中任意两点，所有介于

这两点之间的所有点属于 I，则称其为区间（interval）。当然，集合 (a, b)就是一个区间，以下集合也是区间：

[a, b] = {x|a ≤ x ≤ b}, [a, b) = {x|a ≤ x < b}, (a, b] = {x|a < x ≤ b}. (1.4.1)

为了引入三角不等式，我们首先引入实数 x的绝对值（absolute value）|x|的概念：若 x ≥ 0，则 |x| = x；若

x < 0，则 |x| = −x。事实上，对于任意实数 x和 y，容易验证绝对值 |x− y|实际上是实数集 R上的度量。根据
此定义，容易证明三角不等式（triangle inequality）：对于任意实数对 a和 b，|a+ b| ≤ |a|+ |b|。

公理 1.4 (完备性公理)

♥

设 E 为上有界a的非空实数集，则在集合 E 的所有上界组成的集合中存在一个最小上界。

a若非空集合 E 存在一个实数 b，使得对于所有 x ∈ E 均有 x ≤ b，则称 E 上有界（bounded above），实数 b称为 E 的上界

注事实上，公理要求的完备性可导出完备度量空间定义 1.25所提及的完备性：对于任意 Cauchy列 (xn)和任意正

数 ε，存在n0 ∈ N使得 |xn − xm| < ε对所有n,m ≥ n0成立。因此该Cauchy列构成的非空实数集E = {xn|n ∈ N}
上有界 max {max {xn|n < n0}, xn0

+ ε}。那么 E 具有上确界 x = sup {xn|n ∈ N}，从而对于任意正数 ε′，存在

m ∈ N使得 xm + ε′ > x ≥ xm，即 |xm − x| = x− xm < ε。这意味着该 Cauchy列存在聚点，因此收敛。
另外，引入符号∞和 −∞并对所有实数 x写为 −∞ < x < ∞将带来便利。我们称 R ∪ {−∞,∞}为扩充

实数（extended real number）。若非空实数集 E不是上有界的，我们定义其在扩充实数集内的上确界为∞，并约
定 −∞是空集的上确界。因此，每个实数集都具有属于扩充实数的上确界。类似地，我们也可以推广下确界的
概念。我们定义 (−∞,∞) = R，对于 a, b ∈ R定义

(a,∞) = {x ∈ R|a < x}, (−∞, b) = {x ∈ R|x < b}, (1.4.2)

[a,∞) = {x ∈ R|x ≤ x}, (−∞, b] = {x ∈ R|x ≤ b}. (1.4.3)

1.4.2 自然数和有理数

为了引入自然数的概念，我们首先需要介绍归纳集。

定义 1.28 (归纳集)

♣若实数集 E 包含 1，并且只要实数 x ∈ E，就有 x+ 1 ∈ E，则称 E 是归纳的。

整个实数集是归纳的。根据不等式 1 > 0，我们推出集合 {x ∈ R|x ≥ 0}和 {x ∈ R|x ≥ 1}都是归纳的。自
然数（natural number）集（记为 N）定义为R中所有归纳子集的交集。容易证明 N也是归纳的。

定理 1.6 (数学归纳法原理)

♥

对于每个自然数 n，设 S(n)为某个数学命题。假定 S(1)为真，并假定当 k为使得 S(k)为真的自然数时，

S(k + 1)同样为真。那么 S(n)对所有自然数 n为真。

证明 定义自然数构成的集合 A = {k ∈ N|S(k) is true} ⊆ N，那么定理中关于 S(k)的约束意味着 A是一个归纳

集，因此 A ⊆ N。故 A = N，即 S(n)对所有自然数 n为真。

定理 1.7

♥每个由自然数构成的非空集合都具有最小元素。

证明 设 E 为非空自然数集。由于集合 {x ∈ R|x ≥ 1}是归纳的，自然数下有界 1，从而 E 下有界 1。作为完备
性公理的结果，E 有下确界 c = inf E。由于 c+ 1不是 E 的下界，存在m ∈ E 使得m < c+ 1。假设m不是 E

的最小元素，则存在 n ∈ E使得 n < m。由于 n ∈ E，满足 c ≤ n < m < c+1，这意味着m− n < 1，即自然数
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m ∈ (n, n + 1)。设数学命题 S(n)为“N ∩ (n, n + 1) = ∅对自然数 n成立”。对于 S(1)，已知 E′ = {1, 2, · · · }
是一个归纳集，若存在 a ∈ N ∩ (1, 2)，则 a /∈ E′，这与 N ⊆ E′矛盾，故 S(1)为真；假设 S(k)对某个自然数 k

为真，那么若存在 a ∈ N ∩ (k + 1, k + 2)，则 a− 1 ∈ N ∩ (k, k + 1)，与 S(k)矛盾，故 S(k + 1)为真。综上，区

间 (n, n+ 1)内不存在其他自然数，从而m为 E 的最小元素。

命题 1.19 (Archimedean性质)

♠对于每对正实数 a和 b，存在自然数 n使得 na > b。

证明 定义 c = b/a > 0，我们通过反证法证明该结论。若对于所有 n ∈ N均有 n ≤ c，则 c是自然数的上界。根

据完备性公理，自然数具有上确界 c0 = supN，从而 c0 − 1不是自然数的上界。选择自然数 n使得 n > c0 − 1，

由于 N是归纳集，n+ 1 ∈ N且 n+ 1 > c0，矛盾。故存在自然数 n使得 n > c。

注通常我们将 R的 Archimedean性质改写为：对于任意正数 ε，存在自然数 n使得 1/n < ε。

我们将整数（integer）集（记作 Z）定义为由 0、自然数及其逆元组成的集合。有理数（rational number）集
（记作 Q）定义为由整数的商构成的集合。非有理的实数称为无理的（irrational）。

定义 1.29 (实数的稠密性)

♣若对于任意两个实数，存在其间一个点位于实数集 E 内，则称 E 在 R中稠密。

定理 1.8

♥有理数在 R中稠密。

证明 设 a和 b满足 a < b的实数。首先假定 a ≥ 0，则根据Archimedean性质1.19，存在正有理数 q使得 1/q < b−a。
再次利用 Archimedean性质1.19，自然数集 S = {n ∈ N|n/q ≥ b}非空。根据定理 1.7，S 具有最小元素 p，因此

p ≥ qb > 1 + qa > 1，从而 p− 1 ∈ N。利用 p的最小性，p− 1 < qb，进而

a = b− (b− a) <
p

q
− 1

q
=
p− 1

q
< b. (1.4.4)

因此，存在有理数 r = (p− 1)/q介于 a和 b之间。若 a < 0，则根据 Archimedean性质1.19，存在自然数 n > −a，
因此存在有理数 r使得 n+ a < r < n+ b，即存在有理数 r − n介于 a和 b之间。

1.4.3 可数集与不可数集

我们现在回到第1.1.4小节介绍的可数集与不可数集，并关于实数证明几个简单的结论。

定理 1.9

♥可数集的子集是可数的。特别地，每个由自然数构成的集合是可数的。

证明 对于可数集 S，其基数 |S| ≤ ℵ0，那么其任一子集 T 的基数满足 |T | ≤ |S| ≤ ℵ0，故 T 可数。

推论 1.1

♥

以下集合是可数无穷的：

1. 对每个自然数 n，笛卡尔积 N× · · · × N︸ ︷︷ ︸
n times

；

2. 有理数集 Q。

证明

1. 该结论在 n = 1时显然成立。假设结论在 n = k时成立，那么当 n = k + 1时，定义映射

g : N× · · · × N︸ ︷︷ ︸
(k+1) times

→ N× · · · × N︸ ︷︷ ︸
k times

, (n1, · · · , nk+1) 7→ ((n2 + n1)
2 + n1, · · · , (nk+1 + n1)

2 + n1). (1.4.5)
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取 n1 = 0可知 g为满射；若存在两组自然数有序对 (n1, · · · , nk+1)和 (n′1, · · · , n′
k+1)使得 g的像相同，则

|n1 − n′1| = |(ni + n1) + (n′i + n′1)| · |(ni + n1)− (n′i + n′1)| for any i = 2, · · · , k + 1. (1.4.6)

若 n1 6= n′1，则 |n1 − n′1|整除 |(ni + n1) + (n′i + n1)| > |n1 − n′1|，这是不可能的，因此 n1 = n′1，进而

ni = n′i对所有 i = 2, · · · , k+ 1成立。故 g为单射，从而 g为双射。根据归纳假设，N× · · ·N︸ ︷︷ ︸
(k+1) times

与 N× · · ·N︸ ︷︷ ︸
k times

等势，因此前者可数无穷。从而 N× · · ·N︸ ︷︷ ︸
n times

对所有自然数 n都是可数无穷的；

2. 一个不太严格但十分直观的证明方法是，将自然数有序对 (m,n)置入一个二维无穷大表格中，其中每行、

每列均为从小到大排列的全体自然数。按照 (1, 1) → (1, 2) → (2, 1) → (3, 1) → (2, 2) → (1, 3) → · · · 的顺
序将这些有序对与自然数一一对应。剔除掉重复的商m/n，记实数集E = {m/n|m,n ∈ N}，那么 |E| ≤ |N|；
另一方面，全体自然数都包含在 E 内（取 n = 1），因此 |N| ≤ |E|。综上，|E| = |N| = ℵ0。

1.4.4 实数的开集与闭集

我们已经在第1.3节讨论了一般度量空间中开集与闭集的性质，现在我们将注意力转向实数集这一特殊情形
上的开集与闭集。由于实数具有更丰富的公理化要求，在实数域上的开集与闭集具有一些更优美的性质。

定义 1.30 (开集)

♣
若对于实数集 U 中的每个元素 x，存在 r > 0使得区间 (x− r, x+ r)包含在 U 内，则称 U 为开的（open）。

注对于实数 a < b，区间 (a, b)是开集。这是因为对于区间内的任一实数 x，可取 r = min {b− x, x− a}，使得
(x− r, x+ r) ⊆ (a, b)。故称区间 (a, b)是有界开区间，并且每个有界开区间都具有此形式。

命题 1.20

♠实数集 R和非空集合 ∅是开集；任意有限多开集族的交集为开集；任意开集族的并集为开集。

证明 显然 R 和 ∅ 是开集。对于有限多开集 A1, · · · , An 以及任意实数 x ∈ ∩n
i=1Ai，存在正数 ri 使得 (x −

ri, x + ri) ⊆ Ai 对所有指标 i 成立。取 r = min {ri|i = 1, · · · , n}，则 (x − r, x + r) ⊆ ∩n
i=1Ai，从而 ∩n

i=1Ai

为开集；对于开集族 {Ak|k ∈ K} 以及任意实数 x ∈ ∪kAk，存在指标 k 使得 x ∈ Ak，因此存在正数 r 使得

(x− r, x+ r) ⊆ Ak ⊆ ∪kAk，故 ∪kAk 为开集。

注 需要注意的是，并非任意开集族的交集为开集。例如对于每个自然数 n，考虑开区间族 {An|n ∈ N}，其中
An = (−1/n, 1 + 1/n)那么根据 Archimedean性质1.19，∩nAn = [0, 1]是闭区间。

命题 1.21

♠每个非空开集都是可数个不相交开区间族的并集。

证明 设 U 为 R的非空开子集且实数 x ∈ U，那么根据定义，存在 y > x使得 (x, y) ∈ U，且存在 z < x使得

(z, x) ∈ U。如下定义扩充实数 ax 和 bx：

ax = inf {z|(z, x) ⊆ U}, bx = sup {y|(x, y) ⊆ U}, (1.4.7)

则 Ix = (ax, bx)是包含 x的一个开区间。我们断言

Ix ⊆ U but ax /∈ U, bx /∈ U. (1.4.8)

设 w ∈ Ix，不妨取 x < w < bx。根据 bx 的定义，存在 y > w 使得 (x, y) ⊆ U，否则所有满足 (x, y) ⊆ U

的 y 都应满足 y ≤ w，从而由上确界的定义，bx ≤ w，矛盾。因此 w ∈ (x, y) ⊆ U，当 ax < w < x 时证明

类似，因此 Ix ⊆ U。现在假设 bx ∈ U，则存在正数 r 使得 (bx − r, bx + r) ⊆ U。根据上述证明和命题 1.20，
(x, bx + r) = (x, bx) ∪ (bx − r, bx + r)也是 U 内的开集。但这与 bx 的极大性矛盾，故 bx /∈ U，类似地 ax /∈ U。

现在考虑开集族 {Ix}x∈U。首先由 Ix ⊆ U 对任意 x ∈ U 成立可知 ∪x∈UIx ⊆ U；其次由于 U 的每个元素
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x 都在 Ix ⊆ ∪x∈UIx 内，故 U ⊆ ∪x∈UIx。综上，U = ∪x∈UIx。假设存在 x, y ∈ U 使得 Ix ∩ Iy 6= ∅，则有
ay ∈ Ix ⊆ U 或 ax ∈ Iy ⊆ U，矛盾。故 {Ix}x∈U 时不相交开集族。

最后证明该族是可数的。利用有理数的稠密性（定理 1.8），可知每个开区间包含一个有理数，因此存在一
个从有理数到该区间族的满射，即区间族的基数不大于 |Q| = ℵ0，故存在可数区间族。

定义 1.31 (闭包)

♣

对于实数集E，若每个包含实数 x的开区间也包含E中的一个点，则称 x为E的闭包点（point of closure）。
E 的闭包点族称为 E 的闭包（closure），记作 Ē。

注显然总有 E ⊆ Ē。若 E 包含其所有闭包点，即 E = Ē，则称集合 E 是闭的（closed）。

命题 1.22

♠对于实数集 E，其闭包 Ē是闭的。此外，Ē是包含 E的最小闭集，即如果 F 是闭的且 E ⊆ F，则 Ē ⊆ F。

证明 设 x为 Ē的一个闭包点，因此考虑包含 x的一个开区间 Ix。根据定义，存在 x′ ∈ Ē ∩ Ix，那么 x′是 E的

闭包点且 Ix 是包含 x′ 的开区间，从而存在 x′′ ∈ E ∩ Ix。因此每个包含 x的开区间 Ix 包含 E 内的一个点 x′′，

进而 x ∈ Ē，即 Ē的闭包包含在 Ē内。那么 Ē与其闭包相等，故 Ē是闭的。若 E ⊆ F，容易证明 Ē ⊆ F̄ = F。

我们已经了解了一般度量空间中闭集的定义，因此需要证明两种定义在 R上的等价性。

命题 1.23

♠非空实数集是开的当且仅当其在 R中的补集是闭的。

证明 对于实数集 U，其补集 U c = R\U 是闭的当且仅当 R\U ⊆ R\U。若 U 是开的，那么对于任意 x ∈ U，存

在正数 r使得 (x− r, x+ r) ⊆ U。假设 x ∈ R\U，则 (R\U) ∩ (x− r, x+ r) 6= ∅，但 (R\U) ∩ (x− r, x+ r) ⊆
(R\U) ∩ U = ∅，矛盾。因此 x /∈ R\U，即 U ⊆ R\(R\U)，进而 R\U ⊆ R\U；反之对于必要性，考虑 U 内的

元素 x，则 x /∈ R\U = R\U，那么存在包含 x的区间 Ix，使得 Ix ∩ (R\U) = ∅，取补集得 (R\Ix) ∪ U = R。
因此 Ix = Ix ∩ R = Ix ∩ U，即 Ix ⊆ U。对于端点分别为 a < b的区间 Ix，其必然包含区间 (a, b)，进而存在

r = min {b− x, x− a}使得 (x− r, x+ r) ⊆ U，故 U 为开集。

对于闭集，我们也有与命题 1.20类似的结论，根据上述命题取补集即可完成证明。

命题 1.24

♠实数集 R和非空集合 ∅闭集；任意有限多闭集族的并集为闭集；任意闭集族的交集为闭集。

我们已经在一般拓扑空间中定义了紧致性，但其概念相对抽象。而在实数集中，紧致性有了具体的刻画。

定理 1.10 (Heine-Borel定理)

♥实数集紧致当且仅当其为有界闭集。

证明 若实数集 E 紧致，对于每个 x ∈ E 和给定的 y /∈ E，存在正数 rx 和 ry 使得 rx + ry < |x− y|。记开区间
Ix = (x−rx, x+rx)且 Iy = (y−ry, y+ry)，那么 ∪x∈EIx是E的一个开覆盖。由于E紧致，存在 x1, · · · , xk ∈ E

使得 E ⊆ ∪k
i=1Ixi

。记 a = inf {xi − rx1
|1 ≤ i ≤ k}且 b = sup {xi + rxi

|1 ≤ i ≤ k}，则 E ⊆ (a, b)，故 E 有界。

另一方面，根据命题 1.20，U = ∩k
i=1Iyi

也是开集。由于 Ixi
∩ (∩k

j=1Iyj
) ⊆ Ixi

∩ Iyi
= ∅对所有指标 i成立，故

(∪k
i=1Ixi) ∩ (∩k

j=1Iyj ) = ∪k
i=1[Ixi ∩ (∩k

j=1Iyj )] = ∅。可见对于每个 y ∈ R\E，均存在包含 y 的开区间 U 使得

U ⊆ R\E。根据命题 1.23，R\E 是开集，进而 E 是闭集。充分性得证。

反之，若 E是有界闭集，设 ∪k∈KUk 为 E的开覆盖。首先考虑 E = [a, b]为闭区间的情形，其中 a < b。设

F 由所有使得 [a, x]可被 {Uk|k ∈ K}中有限开集覆盖的元素 x ∈ E 构成。由于 a ∈ F，F 6= ∅；由于 F 上有界

b，根据完备性公理，存在上确界 c = supF 且 c ∈ E，进而存在指标 k使得 c ∈ Uk。由于 Uk为开集，存在正数 ε

使得 (c− ε, c+ ε) ⊆ Uk。注意到 c− ε不是 F 的上界，存在 x ∈ F 使得 x > c− ε。又因为 x ∈ F，存在 [a, x]的有
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限子覆盖 ∪n
i=1Uki，进而 Uk ∪ (∪n

i=1Uki)是 [a, c+ ε)的有限开覆盖。若 c < b，则存在 ε′ = min {ε, b− c}/2 > 0，

使得 [a, c+ ε′]可被 Uk ∪ (∪n
i=1Uki

)覆盖，这与 c的极大性矛盾。因此 c = b，从而 E存在有限开覆盖。若 E为任

意闭集，设 {Uk|k ∈ K}的开覆盖。由于 E 有界，其必然包含在某个闭区间 [a, b]内。根据命题 1.23，U = R\E
为开集，因此 [a, b] ⊆ U，从而 U ∪ (∪k∈KUk)是 [a, b]的一个开覆盖。结合前述证明，该开覆盖存在有限子覆

盖。若有限开覆盖不包含 U，则 ∪n
i=1Uki 覆盖 [a, b]，自然也覆盖 E；反之若其包含 U，即存在自然数 n 使得

[a, b] ⊆ U ∪ (∪n
i=1Uki

)，那么

E = E ∩ [a, b] ⊆ E ∩ [U ∪ (∪n
i=1Uki)] = E ∩ (∪n

i=1Uki) ⊆ (∪k∈KUk) ∩ (∪n
i=1Uki) = ∪n

i=1Uki . (1.4.9)

因此无论是何种情况，E 的每个开覆盖都存在有限子覆盖，故 E 是紧致的。

对于可数集 {En}∞n=1，若 En+1 ⊆ En 对每个自然数 n成立，则称其递减（descending）；若 En ⊆ En+1 对

每个自然数 n成立，则称其递增（ascending）。

定理 1.11 (闭区间套定理)

♥
若 {En}∞n=1 是递减可数非空闭实数集，并且 E1 有界，则 ∩∞

n=1En 6= ∅。

证明 假设 ∩∞
n=1En = ∅，则R = ∪∞

n=1E
c
n。根据命题 1.23，Ec

n是开集，因此 ∪∞
n=1E

c
n是R也是E1的一个开覆盖。

利用 Heine-Borel定理 1.10，E1存在有限子覆盖 ∪k
i=1E

c
ni
。由于 {En}∞n=1递减，{Ec

n}
∞
n=1递增，从而 E1 ⊆ Ec

nk
，

但此时 Enk
∩ E1 ⊆ Enk

∩ Ec
nk

= ∅，这与 Enk
⊆ E1 矛盾。因此假设不成立，即 ∩∞

n=1En 6= ∅。

1.4.5 实数列

实数的序列（sequence）是一个定义在自然数上的实值函数 f : N → R。但习惯上我们不采用函数表示，而
用下标 an代替 f(n)，并将序列记为 {an}。自然数 n称为序列的指标（index），对应于指标 n的数 an称为该序

列的第 n项。对于序列 {an}，若存在 c ≥ 0使得 |an| ≤ c对所有 n成立，则称其有界（bounded）。若 an ≤ an+1

对所有 n成立，则称该序列递增（increasing）；若 {−an}递增，则称 {an}递减（decreasing）；若序列要么递增要
么递减，则称其单调（monotone）。实数列的一般收敛性质已经在第1.3.2小节讨论过，这里我们介绍其特有性质。

定理 1.12 (实数列的单调收敛准则)

♥单调实数列收敛当且仅当其有界。

证明 设实数列 {an}递增。若其收敛到 a，则对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得 |an − a| < ε对所有 n ≥ n0 成

立。因此设 c+ = max {an0
, a+ ε}且 c− = min {a1, a− ε}，故 c− ≤ an ≤ c+ 对所有自然数 n成立，即 {an}有

界；反之若存在 c ≥ 0使得 |an| ≤ c对所有 n ∈ N成立，那么根据完备性公理，集合 S = {an|n ∈ N}具有上确
界 a = supS。那么对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得 a ≥ an0 ≥ a− ε，即 |an − a| = a− an ≤ a− an0 < ε对

所有 n ≥ n0 成立，故 a为 {an}的极限。
对于实数列 {an}和严格单调增的自然数列 {nk}，称第 k项为 ank

的序列 {ank
}为 {an}的子列（subsequence）。

定理 1.13 (Bolzano-Weierstrass定理)

♥每个有界实数列都具有一个收敛子列。

证明 设 {an}为有界实数列，并取 c ≥ 0使得 |an| ≤ c对所有 n ∈ N。对于自然数 n，定义闭包En = {aj |j ≥ n}，
并且根据定义 En ⊆ [−c, c]。因此 {En}是 R的一个有界非空闭子集构成的递减序列。利用闭区间套定理 1.11，
存在实数 a ∈ ∩∞

n=1En。因此对于每个自然数 k，a ∈ Ek；同时根据定理 1.4，存在 ank ∈ {aj |j ≥ k} 使得
|ank

− a| < 1/k。因此 {ank
}是 {an}中收敛到 a的子列。

定理 1.14 (实数列的 Cauchy收敛准则)

♥实数列收敛当且仅当其为 Cauchy的。
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1.4 实数基础

证明 充分性已由命题 1.11给出；对于必要性，设 {an}为 Cauchy列，那么对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得
|an − am| < ε/2所所有 n,m ≥ n0 成立。仿照上述定理的证明，对每个自然数 n，定义闭包 En = {aj |j ≥ n}。
利用闭区间套定理 1.11，存在实数 a ∈ ∩∞

n=1En，从而 a ∈ En0
，即存在 am使得 |am − a| < ε/2，其中m ≥ n0。

因此 |an − a| ≤ |an − am|+ |am − a| < ε对每个 n ≥ n0 成立，即 Cauchy列 {an}收敛到 a。

定理 1.15 (实数序列收敛的线性性和单调性)

♥

设 {an}和 {bn}为收敛实数列，则对于每对实数 α和 β，序列 {αan + βbn}收敛，且

lim
n→∞

(αan + βbn) = α lim
n→∞

an + β lim
n→∞

bn. (1.4.10)

此外，若 an ≤ bn 对所有 n ∈ N成立，则 limn an ≤ limn bn。

证明 设 a = limn an, b = limn bn，则对于任意正数 ε，存在自然数 n1和 n2，使得 |an − a| < ε/2α对所有 n ≥ n1

成立、|bn − b| < ε/2β 对所有 n ≥ n2 成立。记 n0 = max {n1, n2}，则

|(αan + βbn)− (αa+ βb)| ≤ α|an − a|+ β|bn − b| < ε (1.4.11)

对所有 n ≥ n0成立，即 limn(αan + βbn) = αa+ βb。当 an ≤ bn对所有自然数 n成立时，记 cn = bn − an ≥ 0。

根据上述结果，实数列 {cn}收敛到 c = b− a。那么对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得 −ε < c− cn < ε对所有

n ≥ n0 成立，即 c > cn − ε ≥ −ε对所有正数 ε成立。故 c ≥ 0，即 limn an ≤ limn bn。

实数列 {an}收敛到无穷（converges to infinity）意味着对于每个实数 c，均存在 n0 ∈ N，使得 an ≥ c对所有

n ≥ n0成立，记作 limn an = ∞；收敛到负无穷的定义类似。有了这一推广的收敛概念，根据单调收敛准则（定
理 1.12），任何单调实数列 {an}都在扩充实数内有界，因而收敛。对于任意单调实数列，其推广的收敛性概念
允许我们引出如下定义。

定义 1.32 (上极限与下极限)

♣

设 {an}为实数列，则 {an}的上极限（limit superior）和下极限（limit inferior）分别定义为

lim sup {an} = lim
n→∞

(sup {ak|k ≥ n}), (1.4.12)

lim inf {an} = lim
n→∞

(inf {ak|k ≥ n}). (1.4.13)

注由于 sup {ak|k ≥ n}和 inf {ak|k ≥ n}分别为递减和递增列，根据定理 1.12，两者（在扩充实数内）必然收敛。

命题 1.25

♠

设 {an}和 {bn}为实数列。
1. lim sup {an} = ∞当且仅当 {an}不是上有界的；
2. lim sup {an} = − lim inf {−an}；
3. 实数列 {an}收敛到扩充实数 a当且仅当

lim inf {an} = lim sup {an} = a. (1.4.14)

4. 若 an ≤ bn 对所有 n成立，则

lim sup {an} ≤ lim sup {bn}. (1.4.15)

证明

1. 若 {an}上有界M，则根据完备性公理，{an}有上确界 c = sup {an}，显然 sup {ak|k ≥ n} ≤ c。利用收

敛的单调性（定理 1.15），lim sup {an} ≤ c <∞；反之若 {an}不是上有界的，即对于任意正数M，存在

n0 ∈ N使得 an > M 对所有 n ≥ n0 成立。那么 sup {ak|k ≥ n0} ≥ an0
> M，即 lim sup {an} = ∞；

2. 根据定义，lim sup {an} = limn(sup {ak|k ≥ n}) = limn(− inf {−ak|k ≥ n}) = − lim inf {−an}；
3. 若 limn an = a，那么对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得 |an − a| < ε，即

a− ε < an ≤ sup {ak|k ≥ n} ≤ a+ ε =⇒ |sup {ak|k ≥ n} − a| ≤ ε. (1.4.16)
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1.4 实数基础

因此 lim sup {an} = a，类似地 lim inf {an} = a；反之若(1.4.14)式成立，对于任意正数 ε，存在自然数 n1

和 n2，使得 |sup {ak|k ≥ n} − a| < ε对所有 n ≥ n1 成立、|inf {ak|k ≥ n} − a| < ε对所有 n ≥ n2 成立。

因此取 n0 = max {n1, n2}，可知

a− ε < inf {ak|k ≥ n} ≤ an ≤ sup {ak|k ≥ n} < a+ ε, (1.4.17)

进而 limn an = a，必要性得证；

4. 由于 ak ≤ sup {bk|k ≥ n}对所有满足 k ≥ n的自然数 k和 n成立，因此 sup {ak|k ≥ n} ≤ sup {bk|k ≥ n}。
利用收敛的单调性（定理 1.15），lim sup {an} ≤ lim sup {bn}。
利用上述基本性质，我们可得到上极限和下极限的另一种等价定义。

命题 1.26

♠

设 {an}为实数列，则

lim sup {an} = inf
n
(sup {ak|k ≥ n}), (1.4.18)

lim inf {an} = sup
n
(inf {ak|k ≥ n}). (1.4.19)

证明 若 lim sup {an} = a，则对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得 |sup {ak|k ≥ n} − a| < ε对所有 n ≥ n0成立。由

于 sup {ak|k ≥ n}是递减列，sup {ak|k ≥ n} > a−ε对所有自然数 n成立，那么 infn(sup {ak|k ≥ n}) ≥ a−ε对任
意正数 ε成立，从而 infn(sup {ak|k ≥ n}) ≥ a；另一方面，显然有 infn(sup {ak|k ≥ n}) ≤ sup {ak|k ≥ n} < a+ε

对任意正数 ε成立，进而 infn(sup {ak|k ≥ n}) ≤ a。综上(1.4.18)式得证。对于后者，利用命题 1.25性质 2易证。

1.4.6 实变量的连续实值函数

我们已在第1.3.4小节接触了连续函数在度量空间内的一般性质。此处仅补充连续实值函数特有的一条结论。

定理 1.16 (介值定理)

♥
设 f 为有界闭区间 [a, b]上使得 f(a) < c < b的连续实值函数，则存在 (a, b)中的点 x0 使得 f(x0) = c。

证明 这里采用二分法的思想：记 a1 = a 且 b1 = b，取 [a1, b1] 的中点 m1。若 c < f(m1)，则记 a2 = a1 且

b2 = m1；若 c ≥ f(m1)，则记 a2 = m1 且 b2 = b1。因此 f(a2) ≤ c ≤ f(b2)，并且 b2 − a2 = (b1 − a1)/2。归纳

地继续此二分过程，进而得到递减闭区间族 {[an, bn]}∞n=1，使得

f(an) ≤ c ≤ f(bn) and bn − an =
b− a

2n−1
for all n. (1.4.20)

利用闭区间套定理 1.11，存在实数 x0 ∈ ∩∞
n=1[an, bn]，并且

|an − x0| ≤ |bn − an| =
b− a

2n−1
for all n. (1.4.21)

因此 limn an = x0，类似地 limn bn = x0。根据命题 1.16和定理 1.15，f(x0) ≤ c ≤ f(x0)，即存在 x0 ∈ [a, b]使

得 f(x0) = c。
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第 2章 向量空间
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2.1 向量空间及其子空间
本节我们首先介绍向量空间的概念，并引出其子结构。

定义 2.1 (向量空间)

♣

设 F 为域，其元素称为标量（scalar）。F 上的向量空间（vector space）V 是一个非空集合，其元素称为向
量（vector）。在该集合上定义了两种运算：第一种运算称为加法（addition），用“+”表示，该运算为 V

中每一对向量 (u, v)赋予 V 中的一个向量 u+ v；第二种运算称为标量乘法（scalar multiplication），用并
置表示，该运算为每一对 (r, u) ∈ F × V 赋予 V 中的一个向量 ru。此外，上述运算还需要满足下列性质。

1. V 在加法下构成 Abelian群；
2. 对于任意 a, b ∈ F 和任意 u, v ∈ V，标量乘法满足

(1) 分配律：a(u+ v) = au+ av且 (a+ b)u = au+ bu；

(2) 结合律：(ab)u = a(bu)；

(3) 单位元存在性：存在向量 1 ∈ V 使得 1u = u。

注 在域 F 上的向量空间有时也称为F -空间（F -space），在实数域上的向量空间称为实向量空间（real vector
space），在复数域上的向量空间则称为复向量空间（complex vector space）。

定义 2.2 (线性组合)

♣

设 S为向量空间的一个非空子集，则 S上向量的线性组合（linear combination）具有形式 a1v1+ · · ·+anvn，
其中 v1, · · · , vn ∈ S 且 a1, · · · , an ∈ F。标量 ai 称为线性组合的系数（coefficient）。若每个系数 ai 均为

零，则称该线性组合平凡（trivial），否则称其非平凡（nontrivial）。

注需要注意的是，线性组合在定义上天然要求参与求和的项数有限，因此级数展开并不属于线性组合。

例 2.1
1. 设 F 为域，则所有从 F 到 F 的函数集合 FF 是 F 上的一个向量空间，其加法和标量乘法分别定义为

(f + g)(x) = f(x) + g(x) and (af)(x) = af(x). (2.1.1)

2. 所有元素取自 F 的 m × n矩阵集合Mm,n(F )构成 F 上的一个向量空间，其加法和标量乘法为通常的矩

阵加法和标量乘法；

3. 所有元素取自 F 的 n元组 Fn 构成 F 上的一个向量空间，其加法和标量乘法按分量定义：

(a1, · · · , an) + (b1, · · · , bn) = (a1 + b1, · · · , an + bn) and c(a1, · · · , an) = (ca1, · · · , can). (2.1.2)

为了简便，我们也用列向量的形式写出 Fn 中的元素；

4. 所有元素取自域 F 的无穷序列构成的集合是一个向量空间，其运算也按分量定义

(sn) + (tn) = (sn + tn) and a(sn) = (asn). (2.1.3)



2.2 生成集与线性无关

类似地，所有收敛到 0的复数列构成的集合、所有有界复数列构成的集合、所有满足
∑∞

n=1 |sn|
p
<∞（p

为正整数）的复数列 (sn)构成的集合，均构成一个向量空间。

定义 2.3 (子空间)

♣

设 S是 V 的一个子集，若将 V 上的运算限制在 S上，并且 S在该运算下构成向量空间，则称 S是 V 的一

个子空间（subspace）。通常用 S ≤ V 表示 S是 V 的子空间，而用 S < V 表示 S是 V 的真子空间（proper
subspace），即 S ≤ V 但 S 6= V。V 的零子空间（zero subspace）为 {0}。

由于加法与标量乘法的性质在非空子集 S中必然成立，因此可通过 S在 V 的运算下是否封闭确定其是否构

成一个子空间。我们有如下结果。

命题 2.1

♠

向量空间 V 的非空子集 S构成 V 的一个子空间当且仅当 S在加法和标量乘法下封闭，或者等价地，S在

线性组合下封闭，即

a, b ∈ F and u, v ∈ S =⇒ au+ bv ∈ S. (2.1.4)

向量空间 V 的所有子空间构成的集合 S(V )在集合包含意义下构成偏序集。零空间 {0}是 S(V )中最小的元

素，而全空间 V 是最大的元素。若 S, T ∈ S(V )，则 S ∩T 是 V 中同时包含于 S和 T 的最大子空间。就集合包含

而言，S ∩ T 为 S和 T 的下确界，记作 S ∩ T = glb{S, T}；类似地，若 {Sk|k ∈ K}为 V 的任一子空间族，那么

其交集 ∩k∈KSk = glb{Sk|k ∈ K}为子空间的下确界。另一方面，若 S, T ∈ S(V )且 F 无限，那么 S ∪T ∈ S(V )

当且仅当 S ⊆ T 或 T ⊆ S。那么为了确定 V 内包含 S 和 T 的最小子空间，我们引出如下定义。

定义 2.4 (子空间的和)

♣

设 S和 T 为 V 的子空间，其和定义为 S+T = {u+ v|u ∈ S, v ∈ T}。更一般地，任意子空间族 {Sk|k ∈ K}
的和为所有来自并集 ∪kSk 的向量的有限和构成的集合，即∑

k∈K

Sk = {s1 + · · ·+ sn|sj ∈ ∪k∈SSk, n ∈ N}, (2.1.5)

其中 sj 是某个子空间内的向量嵌入更大向量空间 ∪k∈KSk 后的表示。

不难验证 V 内任意子空间族的和为 V 的一个子空间，并且就集合包含而言，该和为上确界，即 S + T =

lub{S, T}。更一般地，
∑

k∈K Sk = lub{Sk|k ∈ K}。若偏序集 P 具有每对元素均具有上确界和下确界的性质，则

称 P 为格（lattice）。若 P 具有最小元和最大元（存在即唯一），并且每个元素族均有上确界和下确界，则称 P

为完全格（complete lattice）。因此我们有如下结论。

命题 2.2 (子空间格)

♠

向量空间 V 的所有子空间构成的集合 S(V )在集合包含下构成完全格，其最小元为 {0}、最大元为 V，即

glb{Sk|k ∈ K} =
⋂
k∈K

Sk and lub{Sk|k ∈ K} =
∑
k∈K

Sk. (2.1.6)

2.2 生成集与线性无关

定义 2.5 (生成集)
由 V 中一个向量积 S 张成（span）或生成（generate）的子空间为 S 中所有线性组合构成的集合，即

〈S〉 = spac(S) = {r1v1 + · · ·+ rnvn|ri ∈ F, vi ∈ V }. (2.2.1)

当 S = {v1, · · · , vn}是一个有限集时，我们用符号 〈v1, · · · , vn〉或 span(v1, · · · , vn)表示。若 V = span(S)，
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2.2 生成集与线性无关

♣

则称 V 中的集合 S 张成/生成 V，即每个 v ∈ V 可写为

v = r1v1 + · · ·+ rnvb, where ri ∈ F, vi ∈ S. (2.2.2)

注显然任何生成集的超集（superset）均为生成集，并且所有向量都具有生成集（自身作为生成集）。

定义 2.6 (线性无关与线性相关)

♣

对于 V 中非空向量集 S 中的任意元素 v1, · · · , vn，若其满足

r1v1 + · · ·+ rnvn = 0 =⇒ r1 = · · · = rn = 0, (2.2.3)

则称 S 线性无关（linearly independent）；反之称其线性相关（linearly dependent）。

注根据上述定义，线性无关集的任意非空子集也是线性无关的。

命题 2.3

♠

设 S 为 V 内的向量集，则下列表述等价：

1. S 线性无关；
2. span(S)中每个向量可唯一表示为 S 内向量的线性组合；

3. S 内没有向量可表示为其余向量的线性组合。

证明

1. 若表述 1成立，对于任意向量 v ∈ span(S)，若存在 S 的两组向量和 F 上的两组系数使得

v = r1u1 + · · ·+ rnun = s1v1 + · · ·+ smvm. (2.2.4)

当 v = 0时，则自然所有系数均为零，该平凡表示唯一；反之存在指标 i和 j使得 ui = tvj，其中 t ∈ F 非

零，则将其移到等式右边，合并得到项 (sj − tri)vj。如此操作后得到形如
∑

i riui +
∑

j(−sj)vj = 0的等

式，其中所有 si 和 vj 均线性无关。因此 ri = 0和 sj = 0对所有系数成立，从而该表示唯一；

2. 若表述 2成立，假设存在 vi ∈ S使得 vi =
∑

j ̸=i rjvj 对某组 rj ∈ F 成立，其中 vj 为 S内其余向量。那么

span(S)内的零向量至少存在两种表示：
∑

j 0 · vj 和 −vi +
∑

j ̸=i rjvj，矛盾。因此表述 3成立；
3. 若表述 3成立，那么对于 S 内的向量 v1, · · · , vn，存在 r1, · · · , rn ∈ F 使得 r1v1 + · · ·+ rnvn = 0。假设存

在某个 ri 6= 0，那么 vi =
∑

j ̸=i(−rj/ri)vj，这与表述 3矛盾。因此所有 ri = 0，即 S 线性无关。

有了上述结果，我们可将生成集与线性无关的概念相联系。

定理 2.1

♥

设 S 为 V 内的向量积，则下列表述等价：

1. S 线性无关且张成 V；

2. 对于每个向量 v ∈ V，存在 S 内唯一向量集 {v1, · · · , vn}以及 F 中唯一的标量集 {r1, · · · , rn}，使
得 v = r1v1 + · · ·+ rnvn；

3. S 是极小生成集（minimal spanning set），即 S 可张成 V，但任意 S 的真子集均无法张成 V；

4. S 是极大线性无关集（maximal linearly independent set），即 S 线性无关，但 S 的真超集线性相关。

证明 根据命题 2.3，显然表述 1和 2等价。
1. 若表述 1成立，已知 S可张成 V，不妨假设存在 v ∈ S，使得 span(S\{v}) = V 且 S\{v}线性无关。那么对于
v ∈ V 而言，存在 S\{v}内唯一向量集 {v1, · · · , vn}和 F 上唯一标量集 {r1, · · · , rn}，使得 v =

∑n
i=1 rivi。

但这与 S 线性无关矛盾，故任意 S 的真子集无法张成 V，表述 3成立；反之若存在 S 内的向量 vi可表示

为其余向量的线性组合，记为
∑

j ̸=i rjvj，那么对于任意 v ∈ V，存在 sj ∈ F 使得

v =
∑
j

sjvj = si
∑
j ̸=i

rjvj +
∑
j ̸=i

sjvj =
∑
j ̸=i

(sirj + sj)vj ∈ span(S\{vi}), (2.2.5)
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2.3 向量空间的维数

这与条件矛盾，因此 S 线性无关；

2. 若表述 1成立，则对于任意 v ∈ V，存在 ri ∈ F 使得 v =
∑

i rivi，其中 vi ∈ S。可见 S ∪ {v}线性相关，
即 S 的任意真超集线性相关；反之若存在向量 v ∈ V 不属于 span(S)，那么 S ∪ {v}也是线性无关集，矛
盾。因此表述 1成立。
根据此结果，我们可以定义向量空间的基。

定义 2.7 (基)

♣向量空间 V 中满足定理 2.1的任一条件的向量集称为 V 的基（basis）。

例 2.2 Fn 中的第 i 个标准向量（standard vector）时除了第 i 个坐标为 1、其余坐标为 0 的向量 ei，例如 e1 =

(1, 0, · · · , 0)。集合 {e1, · · · , en}称为 S 的标准基（standard basis）。
作为 Zorn引理的直接结论，每个向量空间都有一组基。

定理 2.2

♥

设 V 为非空向量空间，I 为 V 中的线性无关集，S 为包含 I 的一个生成集，则存在 V 的一组基 B 使得
I ⊆ B ⊆ S。特别地，

1. 任意向量空间（除去零空间）具有一组基；
2. V 中任意线性无关集包含在一组基内；
3. V 中任意生成集包含一组基。

证明 记 V 中包含 I且包含于 S的所有线性无关子集构成的集族为A。由于 I ∈ A，故A非空。若 C = {Ik|k ∈ K}
为 A内的一条链，则其并集 U = ∪k∈KIk ∈ A，否则存在指标 k 使得 Ik /∈ A，这与条件矛盾。根据 Zorn引理
（定理 1.1），A内的每条链都具有属于A的一个上界 U，因此A必然包含一个极大元 B，且 B同样线性无关，因
此 I ⊆ B ⊆ S。此时仍需证明1B可张成 V。假设存在向量 v ∈ V 使得 v /∈ 〈B〉，根据命题 2.3，B ∪ {v}线性无
关，但这与 B是极大元的事实矛盾。因此 〈B〉 = V，由定理 2.1，B是 V 内一组基。任意向量空间内任意向量自

身构成一个线性无关集，同时全空间构成一个生成集，从而该空间总是具有一组基；剩余结论显然。

2.3 向量空间的维数
有了基的概念之后，几个很自然的问题是：一个向量空间内是否存在不止一组基？这些基之间具有什么关

系？为了解答这些疑问，我们介绍一个引理。

引理 2.1

♥设 V 为向量空间，向量 v1, · · · , vn 线性无关且 s1, · · · , sm 张成 V，则 n ≤ m。

证明 我们将 v1移至生成集内，则 v1可表示为 s1, · · · , sm的线性组合，其中至少一个 si的系数为零。不妨设该

元素为 s1（若不为 s1，则将元素重排），那么可将 s1剔除，替换为 v1，从而构成新的生成集 {v1, s2, · · · , sm}。再
将 v2移至新的生成集内，则 v2可表示为 v1, s2, · · · , sm的线性组合，其中至少一个 sj的系数为零，否则 v2 = rv1

对某个 r ∈ F 成立。设 sj 为 v2，将 s2 剔除并替换为 v2，得到新的生成集 {v1, v2, s3, · · · , sm}，依此类推。若
n > m，则最终所有 s耗尽，得到生成集 {v1, · · · , vm}和剩余线性无关集 {vm+1, · · · , vn}，但线性无关性要求
vn /∈ 〈v1, · · · , vm〉（命题 2.3），这与生成集的要求矛盾，故 n ≤ m。

定理 2.3

♥若 V 为向量空间，则 V 中任意两组基具有相同的基数。

证明 对于有限生成的 V 及其两组基 B1 和 B2，引理 2.1要求 |B1| ≤ |B2|且 |B2| ≤ |B1|，进而 |B1| = |B2|。

1由于 B是包含于 S 的极大线性无关集，不能直接采用定理 2.1的结论
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2.4 外直和与内直和

对于无穷集，设B = {bi|i ∈ I}为 V 的一组基，而 C为另一组基，则其中任一元素 c可表示为B中向量的线性
组合，即存在有限指标集Uc ⊆ K和 ri ∈ F 使得 c =

∑
i∈Uc

ribi。显然∪c∈CUc ⊆ I，不妨假设存在指标 i /∈ ∪c∈CUc，

那么 C中的元素均可表示为 B\{bi}中元素的线性组合，进而 V = 〈C〉 ⊆ 〈B\{bi}〉。但 bi /∈ 〈B\{bi}〉 = V，矛盾。

因此 ∪c∈CUc = I。由于 c可表示为 B内向量的线性组合，故 |Uc| < ℵ0。根据命题 1.4和1.6，

|B| = |I| = |∪c∈CUc| ≤ ℵ0 · |C| = max {ℵ0, |C|} = |C|, (2.3.1)

其中已利用 ℵ0 是最小无穷势的事实。类似地，|C| ≤ |B|，进而 |B| = |C|。
由此我们可以正式引入向量空间的维数的定义。

定义 2.8 (向量空间的维数)

♣

若向量空间 V 为零空间或具有有限个数的基，则称其有限维（finite-dimensional）；其余所有向量空间都是
无穷维的（infinite-dimensional）。零空间的维数是 0，任意非零向量空间 V 的维数定义为 V 中任一组基的

基数。换言之，若向量空间 V 有一组基数为 κ的基，则称 V 是 κ维的（κ-dimensional），记作 dim(V ) = κ。

即便有了维数的概念，有时在一组基下的表示在重排的意义下也是不唯一的，由此引出如下概念。

定义 2.9 (有序基)

♣

设 V 为 n 维向量空间，则 V 的一组有序基（ordered basis）为有序 n 元向量组 (v1, · · · , vn)，其中集合
{v1, · · · , vn}为 V 的一组基。

若 B = (v1, · · · , vn)为 V 的一组有序基，那么对于每个 v ∈ V，总存在唯一有序 n元标量组 (r1, · · · , rn)，满
足 v = r1v1 + · · · rnvn。据此我们可定义坐标映射（coordinate map）

φB(v) : V → Fn for which φB(v) = [v]B = (r1, · · · , rn)T , (2.3.2)

其中列向量 [v]B 是熟知的 v关于有序基 B的坐标矩阵（coordinate matrix）。显然，知道 [v]B 等价于知道了 v。

2.4 外直和与内直和
在本节中，我们会介绍一种从旧向量空间构建新向量空间的方式：直和。张量积我们将放在附录第??章介

绍。

2.4.1 外直和

定义 2.10 (外直和)

♣

设 V1, · · · , Vn为域 F 上的向量空间，则 V1, · · · , Vn的外直和（external direct product）V1 ⊞ · · ·⊞ Vn构成

一个新的向量空间 V，其元素为有序 n元组：

V = {(v1, · · · , vn)|vi ∈ Vi, i = 1, · · · , n}, (2.4.1)

其按分量定义的运算为

(u1, · · · , un) + (v1, · · · , vn) = (u1 + v1, · · · , un + vn) and r(v1, · · · , vn) = (rv1, · · · , rvn). (2.4.2)

例 2.3向量空间 Fn 为 n个副本的外直和，即 Fn = F ⊞ · · ·⊞ F︸ ︷︷ ︸
n terms

。
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2.4 外直和与内直和

定义 2.11 (直积)

♣

设 F = {Vk|k ∈ K}为域 F 上的向量空间族，则 F 的直积（direct sum）为向量空间∏
k∈K

Vk = {f : K → ∪k∈KVk|f(k) ∈ Vk}, (2.4.3)

其被视为所有从K 到 ∪kVk 的函数构成的向量空间的子空间。

有了直积的概念，我们就可以引入支撑集的概念。

定义 2.12 (支撑集)

♣

设 F = {Vk|k ∈ K} 为域 F 上的向量空间族，则函数 f : K → ∪kVk 的支撑集（support）定义为集合
supp(f) = {k ∈ K|f(k) 6= 0}。若函数 f 除去有限个指标 k ∈ K 外均取值为 0，则称 f 具有有限支撑

（finite support）。族 F 的外直和为向量空间⊕
k∈K

Vk = {f : K → ∪k∈KVk|f(k) ∈ Vk, f has finite support}, (2.4.4)

其可视为所有从K 到 ∪kVk 的函数构成的向量空间的子空间。

注对于向量空间的有限族（即指标集K 有限），直积与外直和相同。

2.4.2 内直和

定义 2.13 (内直和)

♣

设 V 为向量空间，对于 V 的子空间族 F = {Sk|k ∈ K}，若 V 内的每个向量均可以唯一（不考虑顺序）

写为 F 中子空间内向量的有限和，则称 V 是 F 的内直和（internal dircet sum），简称为直和。换言之，对
于任意 V 内的向量 v，若存在 uk, wk ∈ Sk 使得 v = u1 + · · ·+ un = w1 + · · ·+ wm，则重排后m = n且

wi = ui对所有 i = 1, · · · , n成立。若 V 是 F 的直和，那么记 V = ⊕k∈KSk，并称每个 Sk 为 V 的直和项

（direct summand）。若 F = {S1, · · · , Sn}为有限族，记 V = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn。若 V = S ⊕ T，则 T 称为 V

中 S 的补空间（complement）。

注后面我们将证明内直和与外直和本质上是等价（同构）的。出于这个考虑，我们不加限定地采用术语“直和”。

定理 2.4

♥任意向量空间的子空间都具有补空间，即如果 S 为 V 的子空间，则存在子空间 T 使得 V = S ⊕ T。

证明 设 S 的一组基为 B1 = {bi|i ∈ I}，那么根据定理 2.2，存在 V 中包含 B1 的一组基 B，记 B2 = B\B1 =

{bj |j ∈ J}且 T = 〈B2〉。首先有 V = 〈B〉 = 〈B1 ∪ B2〉 = 〈B1〉 + 〈B2〉 ⊆ V，因此 V = 〈B1〉 + 〈B2〉。对于向量
v ∈ 〈B1〉∩〈B2〉，存在 ri, rj ∈ F，使得 v =

∑
i∈I ribi =

∑
j∈J(−rj)bj，即

∑
i∈I∪J ribi = 0。由于B = {bi|i ∈ I ∪ J}

是 V 的基，故 ri = 0对所有 i ∈ I∪J成立，进而 〈B1〉∩〈B2〉 = {0}。综上，存在子空间 T = 〈B2〉，使得 V = S⊕T。

定理 2.5

♥

向量空间 V 可表示为子空间族 F = {Si|i ∈ I}的直和当且仅当
1. V 为 Si 的和：V =

∑
i∈I Si；

2. 对于每个 i ∈ I，Si ∩ (
∑

j ̸=i Sj) = {0}。

证明 根据直和的定义，充分性是显然的；反之对于必要性，F 中任意两个不同的子空间 Si和 Sj 满足 Si ∩Sj ⊆
Si ∩ (

∑
j ̸=i Sj) = {0}，因此 Si ∩ Sj = {0}，结论得证。

在本节的最后，我们给出几条与向量空间的基与维数的结论。
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定理 2.6

♥

设 V 为向量空间。

1. 若 B为 V 的一组基，同时 B = B1 ∪ B2 且 B1 ∩ B2 = ∅，那么 V = 〈B1〉 ⊕ 〈B2〉；
2. 设 V = S ⊕ T，若 B1和 B2分别为 S 和 T 的一组基，那么 B1 ∩ B2 = ∅，并且 B = B1 ∪ B2构成 V

的一组基。

证明

1. 设 B1 = {bi|i ∈ I},B2 = {bj |j ∈ J}，其中 I ∩ J = ∅。那么对于任意 v ∈ V，存在 ri ∈ I，使得

v =

m+n∑
i=1

ribi =

m∑
i=1

ribi +

m+n∑
j=m+1

rjbj =⇒ V ⊆ 〈B1〉+ 〈B2〉 ⊆ V =⇒ V = 〈B1〉+ 〈B2〉 . (2.4.5)

另外，考虑 u ∈ 〈B1〉 ∩ 〈B2〉，存在 si, sj ∈ F 使得 u =
∑m

i=1 sibi =
∑m+n

j=m+1(−sj)bj，即
∑m+n

i=1 sibi = 0。

因此 si = 0对所有指标 i成立，即 〈B1〉 ∩ 〈B2〉 = {0}；
2. 同上设 B1 和 B2，假设存在 v ∈ B1 ∩ B2，那么 v ∈ 〈B1〉 ∩ 〈B2〉 = S ∩ T = {0}，但零向量与其余任意向量
均线性相关，这与 B1 和 B2 为基矛盾，因此 B1 ∩ B2 = ∅。另外，对于任意 v ∈ V，存在 s ∈ S 和 t ∈ T，

使得 v = s + t ∈ 〈B1〉 + 〈B2〉 = 〈B1 ∪ B2〉，即 B = B1 ∪ B2 生成 V。假设 B 线性相关，即存在 bi ∈ B 和
rj ∈ F，使得 bi =

∑
j ̸=i rjbj。若 bi ∈ B1，设该表达式中分别属于 B1和 B2的向量对应的指标集分别为 I ′

和 J ′，那么
∑

j∈J ′ rjbj = bi −
∑

i∈I′ ribi ∈ S，因此 rj = 0对所有 j ∈ J ′ 成立。此时 bi =
∑

i∈I′ ribi，这

与 B1 为基的条件矛盾；若 bi ∈ B2，类似分析可知其与 B2 为基他的条件矛盾。因此 B线性无关，根据定
理 2.1，B为 V 的一组基。

推论 2.1

♥
V 中的有限向量集 S = {v1, · · · , vn}为基当且仅当 V = 〈v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vn〉。

证明 充分性是显然的；对于必要性，首先设 S1 = 〈v1〉 , T1 = 〈v2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vn〉，那么 V = S1 ⊕ T1且 v1为 S 的

基。若存在非零 vi (i ≥ 2)和 rj ∈ F，使得 vi =
∑

j ̸=i rjvj，那么至少存在一个 rj 6= 0，进而 〈vi〉 ⊆ 〈vj〉，即
{0} ⊆ 〈vi〉 = 〈vi〉 ∩ 〈vj〉，矛盾。因此 v2, · · · , vn线性无关，构成 T 的一组基。利用上述定理，v1, · · · , vn构成 V

的一组基。

定理 2.7

♥

设 S 和 T 为向量空间的子空间，则

dim(S) + dim(T ) = dim(S + T ) + dim(S ∩ T ). (2.4.6)

特别地，若 T 为 S 在 V 中的补空间，则 dim(S) + dim(T ) = dim(V ) = dim(S ⊕ T )。

证明 设 B = {bi|i ∈ I}为 S ∩ T 的一组基。根据定理 2.2，可将 B 分别扩张为子空间 S 和 T 内的基 A ∪ B 和
B∪C，其中A = {aj |j ∈ J}和 C = {ck|k ∈ K}与 B均不相交。显然有 〈A ∪ B ∪ C〉 = 〈A ∪ B〉+〈B ∪ C〉 = S+T。

考虑线性组合∑
j∈J

rjaj +
∑
i∈I

ribi +
∑
k∈K

rkck = 0 =⇒
∑
j∈J

rjaj =
∑
i∈I

ribi −
∑
k∈K

rkck ∈ 〈B ∪ C〉 = T, (2.4.7)

同时 x =
∑

j∈J rjaj ∈ 〈A〉 ⊆ S，因此 x ∈ S∩T = 〈B〉。根据定理 2.6，〈A〉∩〈B〉 = {0}，从而 x =
∑

j∈J rjaj = 0。

利用A的线性无关性，rj = 0对所有 j ∈ J 成立。类似地，rk = 0对所有 k ∈ K 成立，进而 ri = 0对所有 i ∈ I

成立。可见 A ∪ B ∪ C 线性无关。根据定理 2.2，A ∪ B ∪ C 是 S + T 的一组基。结合基数算术的定义，

dim(S) + dim(T ) = |A ∪ B|+ |B ∪ C| = |A|+ 2|B|+ |C|

= |A ∪ B ∪ C|+ |B| = dim(S + T ) + dim(S ∩ T ).
(2.4.8)

注需要强调的是，只有当 S + T 维数有限时，上述结论才可写为 dim(S + T ) = dim(S) + dim(T )− dim(S ∩ T )，
因为无穷势的减法未定义。
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3.1 线性变换及其核与像

定义 3.1 (线性变换)

♣

设 V 和W 是定义在域 F 上的向量空间，若对于任意 r, s ∈ F 和向量 u, v ∈ V，函数 τ : V →W 满足

τ(ru+ sv) = rτ(u) + sτ(v), (3.1.1)

则称其为线性变换（linear transformation）；线性变换 τ : V → V 称为 V 上的线性算子（linear operator）。
所有从 V 到W 的线性变换构成的集合记为aL(V,W )；所有 V 上线性算子的集合记为 L(V )。

a这一部分仅讨论代数结构自身的性质，暂且不考虑其拓扑性质。在第14章中，我们会将此处的 L(V,W )记为 Hom(V,W )，而将其
中连续线性变换构成的集合记为 L(V,W )。

以下术语也经常被使用。

定义 3.2

♣

1. 同态（homomorphism）对应线性变换；
2. 自同态（endomorphism）对应线性算子；
3. 单同态（monomorphism）或嵌入（embedding）对应单射线性变换；
4. 满同态（epimorphism）对应满射线性变换；
5. 同构（isomorphism）对应双射线性变换；
6. 自同构（automorphism）对应双射线性算子。

例 3.1
1. 微分算符 D : V → V 是 R上所有无穷可微函数构成的向量空间 V 上的线性算子；

2. 设矩阵 A ∈ Mm,n(F )，函数 τA : Fn → Fm定义为 τA(v) = Av，其中所有向量 v均写成列向量，那么 τA

是从 Fn 到 Fm 的线性变换；

3. n维向量空间的坐标映射 φ : V → Fn 为从 V 到 Fn 的线性变换。

命题 3.1
1. 集合 L(V,W )在普通的函数加法和函数关于 F 上元素的标量乘法下构成一个向量空间；

2. 若 σ ∈ L(U, V ), τ ∈ L(V,W )，则复合（composition）τσ ∈ L(U,W )；

3. 若 τ ∈ L(V,W )为双射，则 τ−1 ∈ L(V,W )；

4. 向量空间L(V )是一个代数a，其乘法为函数复合，单位映射 ι ∈ L(V )为乘法单位元，零映射 0 ∈ L(V )

为加法单位元。



3.1 线性变换及其核与像

♠

a代数A上定义了加法、乘法和标量乘法三种运算，要求其在加法和标量乘法下构成向量空间，在加法和乘法下构成环，并且要求对
于任意 r ∈ F 和 a, b ∈ A，r(ab) = (ra)b = a(rb)。

证明

1. 根据定义容易验证该结论；
2. 对于任意 u, v ∈ U 和 r, s ∈ F，

(τσ)(ru+ sv) = τ(σ(ru+ sv)) = τ(rσ(u) + sσ(v))

= rτ(σ(u)) + sτ(σ(v)) = r(τσ)(u) + s(τσ)(v),
(3.1.2)

因此 τσ ∈ L(U,W )；

3. 对于任意 w1, w2 ∈W 和 r, s ∈ F，存在 v1, v2 ∈ V 使得 w1 = τ(v1)且 w2 = τ(v2)，因此

τ−1(rw1 + sw2) = τ−1(rτ(v1) + sτ(v2)) = τ−1(τ(rv1 + sv2))

= rv1 + sv2 = rτ−1(w1) + sτ−1(v2),
(3.1.3)

因此 τ−1 ∈ L(W,V )；

4. 根据代数的定义容易证明该结论。
定义线性变换最简单的方式之一是给定其在一组基上的值。下述定理说明，我们可以在基上任意赋值，并

通过线性延拓得到整个定义域上唯一的线性变换。

定理 3.1

♥

设 V 和W 为向量空间，B = {vi|i ∈ I}为 V 的一组基，则可以为所有 vi ∈ B任意指定 τ(vi) ∈ W 的值，

然后利用线性性将 τ 的定义域延拓到 V 上，即

τ(a1v1 + · · ·+ anvn) = a1τ(v1) + · · ·+ anτ(vn). (3.1.4)

该过程唯一定义了一个线性变换；换言之，若 τ, σ ∈ L(V,W )对任意 vi ∈ B满足 τ(vi) = σ(vi)，则 τ = σ。

证明 根据命题 2.3，对于任意 u, v ∈ V，若 u = v，则两者具有相同的表示，即存在 ai ∈ F 使得 u = v =
∑n

i=1 aivi，

进而 τ(u) = τ(v)，即该线性延拓是良定义的。现在假设存在 σ ∈ L(V,W )使得 τ(vi) = σ(vi)对所有 i ∈ I 成立。

那么对于任意 v ∈ V，存在 ai ∈ F 使得 v =
∑n

i=1 aivi，进而

τ(v) = τ

(
n∑

i=1

aivi

)
=

n∑
i=1

aiτ(vi) =

n∑
i=1

aiσ(vi) = σ

(
n∑

i=1

aivi

)
= σ(v). (3.1.5)

利用 v的任意性，τ = σ。

注若 τ ∈ L(V,W )且 S 为 V 的一个子空间，据此可验证 τ 在 S 上的限制 τ |S 为从 S 到W 的线性变换。

定义 3.3 (线性变换的核与像)

♣

设 τ ∈ L(V,W )，子空间 ker(τ) = {v ∈ V |τ(v) = 0}与 im(τ) = {τ(v)|v ∈ V }分别称为 τ 的核（kernel）与
像（image）。dim(ker(τ))称为 τ 的零化度（nullity），记作 null(τ)；dim(im(τ))称为 τ 的秩a，记作 rk(τ)。

a我们尚未证明行秩（行空间的维数）等于列秩（列空间的维数），不过这点容易由初等行变换不改变秩（向量集的线性组合不改变
其中线性无关集的基数）这一事实证明，具体可参见 [1]。

注 ker(τ)和 im(τ)分别为 V 和W 的子空间这一结论，虽然出现在定义中，但容易验证。

命题 3.2

♠

设 τ ∈ L(V,W )，则

1. τ 为满射当且仅当 im(τ) =W；

2. τ 为单射当且仅当 ker(τ) = {0}。

30



3.2 同构与秩-零化度定理

证明 结论 1恰好与满射的定义相一致；对于结论 2，任取 u, v ∈ V，那么 τ(u) = τ(v) ⇔ τ(u−v) = 0 ⇔ u−v ∈
ker(τ)。因此若 ker(τ) = {0}，则 u = v，即 τ 为单射；若 τ 为单射，则对于任意 v ∈ ker(τ)，τ(v) = 0 = τ(0)，

因此 v = 0，即 ker(τ) = {0}。

3.2 同构与秩-零化度定理

定义 3.4 (同构)

♣

双射线性变换 τ : V → W 称为从 V 到W 的同构（isomorphism）。当从 V 到W 的同构存在时，我们称

V 与W 同构，记作 V ∼=W。

例 3.2 设 dim(V ) = n，则对于 V 中任意有序基 B，坐标映射 φB : V → Fn 将每个 V 中的向量映射到其坐标矩

阵 [v]B ∈ Fn，从而 φB 为同构。因此，F 上任意 n维向量空间同构于 Fn。

正如以下命题所示，同构向量空间具有许多共同的性质。若 τ ∈ L(V,W )且 S ⊆ V，则 τ(S) = {τ(s)|s ∈ S}。

命题 3.3

♠

设 τ ∈ L(V,W )为同构，S ⊆ V，则

1. S 张成 V 当且仅当 τ(S)张成W；

2. S 在 V 中线性无关当且仅当 τ(S)在W 中线性无关；

3. S 是 V 的基当且仅当 τ(S)是W 的基。

上述结果请自行验证，据此我们直接得到如下结论。

推论 3.1

♥

线性变换 τ ∈ L(V,W )是同构当且仅当存在 V 的一组基 B，使得 τ(B)是W 的一组基。在这种情况下，τ

将 V 中任意基映射到W 内的一组基。

推论 3.2

♥
设 V 和W 为 F 上的向量空间，则 V ∼=W 当且仅当 dim(V ) = dim(W )。

在例3.2中，我们看到任意 n维向量空间都同构于 Fn。现在假设 B是一个基数为 κ的集合，设 (FB)0为所

有从 B 到 F 且具有有限支撑的函数构成的向量空间。容易证明，对于任意 b ∈ B，函数

δb(x) =

1, if x = b,

0, if x 6= b
(3.2.1)

构成 (FB)0 的一组基，称为标准基（standard basis）。此时任意函数 f ∈ (FB)0 可表示为
∑

b∈B f(b)δb，故

dim((FB)0) = |B| = κ。当然，对于任意基数 κ，存在维度为 κ的向量空间与 (FB)0 同构。

定理 3.2

♥

若 n为自然数，则 F 上任意 n维向量空间同构于 Fn。若 κ为任意基数，且 B是基数为 κ的集合，那么

F 上任意 κ维向量空间同构于所有从 B 到 F 的具有有限支撑的函数构成的向量空间 (FB)0。

有了上述结果，我们可以证明关于秩和零化度之间的一个重要关系，称为秩-零化度定理。

定理 3.3 (秩-零化度定理)

♥

设 τ ∈ L(V,W )。

1. ker(τ)的任意补空间同构于 im(τ)；

2. 秩-零化度定理：dim(ker(τ)) + dim(im(τ)) = dim(V )，或者 rk(τ) + null(τ) = dim(V )。
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3.3 矩阵变换与基变换

证明 设 τ ∈ L(V,W )，根据定理 2.4，任何子空间都具有补空间。不妨记 V = ker(τ)⊕ ker(τ)c，其中 ker(τ)c为

V 中 ker(τ)的补空间。对于 τ 的 ker(τ)c 上的限制 τ c : ker(τ)c →W，

ker(τ c) = {v ∈ ker(τ)c|τ(v) = 0} = ker(τ)c ∩ ker(τ) = {0}. (3.2.2)

根据命题 3.2，τ c 为单射。对于任意向量 v ∈ V，存在 u ∈ ker(τ)和 w ∈ ker(τ)c，使得

τ(v) = τ(u+ w) = τ(u) + τ(w) = τ c(w) =⇒ im(τ) ⊆ im(τ c). (3.2.3)

根据定义，im(τ c) ⊆ im(τ) 是显然的，从而 im(τ c) = im(τ)。由此可见从 ker(τ)c 到 im(τ c) 的映射 τ c 既是

单射又是满射，故 ker(τ)c ∼= im(τ c) = im(τ)。那么根据定理 2.7，dim(V ) = dim(ker(τ)) + dim(ker(τ)c) =

dim(ker(τ)) + dim(im(τ))。

上述定理有一条重要的推论。

推论 3.3

♥
设 τ ∈ L(V,W )，其中 dim(V ) = dim(W ) <∞，则 τ 为单射当且仅当其为满射。

证明 根据命题 3.2，τ 为单射当且仅当其为零空间，当且仅当 dim(ker(τ)) = 0。再根据定理 3.3，τ 为单射当且
仅当 dim(im(τ)) = dim(V ) = dim(W )。利用定理 3.2，τ 为单射当且仅当 im(τ)与W 同构，即 τ 为满射。

3.3 矩阵变换与基变换

3.3.1 从 F n到 Fm的线性变换

在例3.1中，对于域 F 上任意m×n矩阵 A，乘法映射 τA(v) = Av是一个线性变换。事实上，任意线性变换

τ ∈ L(Fn, F
m)都具有此形式。设矩阵 A第 i列为 τ(ei)，即 A = (τ(e1)| · · · |τ(en))，其中 ei为第 i个标准基，则

Aei = (τ(e1)| · · · |τ(en))(i) = τ(ei), (3.3.1)

其中 A(i) 表示 A的第 i列，因此 τ = τA。

命题 3.4

♠

1. 设 A为 F 上的一个m× n矩阵，则 τA ∈ L(Fn, Fm)；

2. 若 τ ∈ L(Fn, Fm)，则 τ = τA，其中 A = (τ(e1)| · · · |τ(en))称为 τ 的矩阵。

若 A ∈ Mm,n(F )，则 τA 的像为 A的列向量的线性组合，即 A的列空间，因此秩-零化度定理 3.3给出

dim(ker(τA)) + rk(A) = dim(Fn) = n. (3.3.2)

由此对于矩阵 A，可得到类似命题 3.2的结论。

命题 3.5

♠

设 A为 F 上的m× n矩阵。

1. τA : Fn → Fm 为单射当且仅当 rk(A) = n；

2. τA : Fn → Fm 为满射当且仅当 rk(A) = m。

证明

1. 根据命题 3.2和(3.3.2)式，τA 为单射当且仅当 ker(τA) = {0}，当且仅当 rk(A) = n；

2. 根据命题 3.2，τA 为满射当且仅当 im(τA) = Fm，当且仅当 rk(A) = dim(im(τA)) = m（定理 3.2）。
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3.3 矩阵变换与基变换

3.3.2 基变换矩阵

设 B = (b1, · · · , bn)和 C = (c1, · · · , cn)为向量空间 V 的有序基，一个自然的疑问是，坐标矩阵 [v]B 和 [v]C

如何关联起来。将 [v]B 化为 [v]C 的映射 φB,C 满足

[v]C = φC(v) = φC · φ−1
B ([v]B) = (φCφ

−1
B )[v]B, (3.3.3)

即 φB,C = φCφ
−1
B ，称其为基/坐标变换算子（change of basis/coordinates operator）。利用上一小节的讨论，φC,B为

Fn 上的线性算子，因此其矩阵表示为

A = (φB,C(e1)| · · · |φB,C(en)) = (φCφ
−1
B (e1)| · · · |φCφ−1

B (en)) = ([b1]C | · · · |[bn]C). (3.3.4)

以后将此处 A记为MB,C，并称其为从 B到 C 的基变换矩阵。

定理 3.4

♥

设 B = (b1, · · · , bn)和 C 为向量空间 V 的两组有序基，则基变换算子 φB,C = φCφ
−1
B 为 Fn 上的自同构，

其标准矩阵为

MB,C = ([b1]C , · · · , [bn]C), (3.3.5)

进而 [v]C =MB,C [v]B，并且MC,B =M−1
B,C。

证明 已知坐标映射 φB 和 φC 均为同构，容易验证 φB,C 为自同构。另外，

M−1
B,C = (φ−1

B,C(e1), · · · , φ
−1
B,C(en)) = (φC,B(e1), · · · , φC,B(en)) =MC,B. (3.3.6)

推论 3.4

♥

若给定以下任意两者：

1. 可逆 n× n矩阵 A；

2. Fn 的有序基 B；
3. Fn 的有序基 C；

则第三者可由方程 A =MB,C 唯一确定。

3.3.3 线性变换的矩阵

设 τ : V → W 为线性变换，其中 dim(V ) = n且 dim(W ) = m。设 B = (b1, · · · , bn)和 C 分别为 V 和W

的有序基，则映射 θ : [v]B → [τ(v)]C 为线性变换 τ : Fn → Fm 的表示（representation）。当然，这一表示取
决于有序基 B 和 C 的选择。由于 θ 从 Fn 和 Fm 的线性变换，它无非是一个 m × n的矩阵 A的乘法作用，即

[τ(v)]C = A[v]B。事实上，考虑到 [bi]B = ei，类似(3.3.1)式可如下得到 A的列：

A(i) = Aei = A[bi]B = [τ(bi)]C . (3.3.7)

定理 3.5

♥

设 τ ∈ L(V,W )，B = (b1, · · · , bn)和 C分别为 V 和W 的有序基，则 τ 可关于 B和 C表示为矩阵乘法，即
[τ(v)]C = [τ ]B,C [v]B，其中

[τ ]B,C = ([τ(b1)]C , · · · , [τ(bn)]C) (3.3.8)

称为 τ 关于基 B和 C的矩阵。当 V =W 且 B = C时，我们将 [τ ]B,B简记为 [τ ]B，从而 [τ(v)]B = [τ ]B[v]B。

以下结果说明，采用线性变换或与其表示矩阵（给定有序基 B 和 C）进行操作是同样方便的。这不仅适用
于加法和标量乘法，也适用于矩阵乘法。
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3.4 等价性与相似性

定理 3.6

♥

设 V 和W 为域 F 上的向量空间，其分别包含有序基 B = (b1, · · · , bn)和 C = (c1, · · · , cm)。

1. 映射 µ : L(V,W ) → Mm,n(F )定义为 µ(τ) = [τ ]B,C，则该映射是同构，因此 L(V,W ) ∼= Mm,n(F )；

2. 若 σ ∈ L(U, V )且 τ ∈ L(V,W )，B, C,D分别为 U, V,W 的有序基，则

[τσ]B,D = [τ ]C,D[σ]B,C , (3.3.9)

因此乘积（复合）τσ的矩阵为 τ 和 σ各自矩阵的乘积。事实上，这正是矩阵乘法定义的主要动机。

证明

1. 首先证明该映射是线性的，即对于任意 τ, σ ∈ L(V,W )和 r, s ∈ F，根据定理 3.5以及坐标映射线性的事实，

µ(rτ + sσ)ei = [rτ + sσ]B,C [bi]B = [(rτ + sσ)(bi)]C = [rτ(bi) + sσ(bi)]C

= r[τ(bi)]C + s[σ(bi)]C = (r[τ ]B,C + s[σ]B,C)ei.
(3.3.10)

利用定理 3.1，µ是线性变换。根据定理 3.2，可由 [τ ]B,C 和有序基 C 确定 τ(bi)，进而确定 τ。因此 µ为满

射；根据推论 3.3，此时 µ为双射，进而为同构；

2. 根据上述结果，
[τσ]B,D[bi]B = [(τσ)(bi)]D = [τ ]C,D[σ(bi)]C = [τ ]C,D[σ]B,C [bi]B (3.3.11)

对任意 bi ∈ B成立。根据定理 3.1，[τσ]B,D = [τ ]B,C [σ]D。

3.3.4 线性变换的基变换

定理 3.7

♥

设 τ ∈ L(V,W )，(B, C)和 (B′, C′)分别为 V 和W 的两对有序基，则

[τ ]B′,C′ =MC,C′ [τ ]B,CMB′,B. (3.3.12)

证明 根据定理 3.4和3.5，对于任意 b′i ∈ B′，

[τ ]B′,C′ [b′i]B′ = [τ(b′i)]C′ =MC,C′ [τ(b′i)]C =MC,C′ [τ ]B,C [b
′
i]B =MC,C′ [τ ]B,CMB′,B[b

′
i]B′ , (3.3.13)

因此有 [τ ]B′,C′ =MC,C′ [τ ]B,CMB′,B，结论得证。

对于 V =W 以及 B′ = C, C′ = B的特殊情形，我们可直接得到以下推论。

推论 3.5

♥
设 τ ∈ L(V )，B和 C 为 V 的两组有序基，则 [τ ]C =MB,C [τ ]BM

−1
B,C。

3.4 等价性与相似性

3.4.1 矩阵的等价

由于基变换矩阵实际上为可逆矩阵，定理 3.7的内容正是引出“矩阵等价”这一概念的动机。

定义 3.5 (矩阵等价)

♣若存在可逆矩阵 P 和 Q，使得矩阵 A和 B 之间满足 B = PAQ−1，则称 A和 B 等价（equivalent）。

定理 3.8

♥

设 V 和W 分别为维度为 n和m的向量空间，则两个m×n矩阵 A和 B等价当且仅当其（可能在不同有

序基下）表示同一个线性变换 τ ∈ L(V,W )。在这种情况下，A和 B表示 L(V,W )中相同的线性变换集。
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3.5 不变子空间与约化对

证明 若 A和 B 均表示 τ，存在有序基对 (B, C)和 (B′, C′)使得 A = [τ ]B,C 且 B = [τ ]B′,C′。根据定理 3.7，存
在 P = MC,C′ 和 Q = MB,B′ 使得 B = PAQ−1，从而 A和 B 等价；反之若 A和 B 等价，存在可逆矩阵 P 和

Q使得 B = PAQ−1。根据定理 3.5，可通过 A和W 的一组任意给定的有序基 C 确定 V 的一组有序基 B，使得
A = [τ ]B,C，其中 τ 为从 V 到W 的某个线性变换。类似地，根据定理 3.4，可通过 P 和 Q以及给定的有序基 B
和 C 确定相应的有序基 B′ 和 C′，使得 P =MC,C′ 且 Q =MB,B′。那么利用定理 3.7，B = PAQ−1 = [τ ]B′,C′。

3.4.2 矩阵的相似

定义 3.6 (矩阵相似)

♣

若存在可逆矩阵 P，使得矩阵 A和 B 满足 B = PAP−1，则称 A和 B 相似（similar）。与矩阵相似有关
的等价类称为相似类（similar class）。

作为定理 3.8和推论 3.5的推论，我们有如下结果。

推论 3.6

♥

设 V 为 n维向量空间，那么两个 n× n矩阵 A和 B相似当且仅当其（可能在不同的有序基下）表示同一

个线性算子 τ ∈ L(V )。在这种情况下，A和 B 表示 L(V )中相同的线性算子集。

3.4.3 算子的相似

定义 3.7

♣

若存在自同构 φ ∈ L(V )使得线性算子 τ, σ ∈ L(V )满足 σ = φτφ−1，则称 τ 和 σ相似。与算子相似相关

的等价类称为相似类。

定理 3.9

♥

设 V 为 n维向量空间，那么 V 上的两个线性算子相似当且仅当存在一个矩阵 A ∈ Mn 可同时（可能在

不同的有序基下）表示两个算子，在这种情况下，τ 和 σ可用Mn 中相同的矩阵集表示。

证明 若存在 V 的有序基 B和 C 使得 [τ ]B = A = [σ]C，那么可定义同构 φ(bi) = ci，从而根据定理 3.4，

[φ]B = ([φ(b1)]B, · · · , [φ(bn)]B) = ([c1]B, · · · , [cn]B) =MC,B, (3.4.1)

因此根据定理 3.6和推论 3.5，

[σ]B =MC,B[σ]CM
−1
C,B = [φ]B[τ ]B[φ

−1]B = [φτφ−1]B. (3.4.2)

可见对于任意给定的有序基，σ = φτφ−1，即 σ和 τ 等价；反之若 τ 和 σ等价，存在自同构 φ使得 σ = φτφ−1。

对于任意给定的有序基 B，可通过 φ(bi) = ci 定义一组有序基 C。根据(3.4.1)式，[φ]B =MC,B，进而

[τ ]B = [φ−1σφ]B = [φ]−1
B [σ]B[φ]B =MB,C [σ]BM

−1
B,C = [σ]C . (3.4.3)

3.5 不变子空间与约化对
一般而言，线性算子 τ ∈ L(V )在 V 的子空间 S 上的限制未必是线性算子（封闭性），由此引出如下定义。

定义 3.8 (不变子空间)

♣

设 τ ∈ L(V )。对于 V 的一个子空间 S，若 τ(S) ⊆ S，则称 S在 τ 下不变（invariant under τ）或者 τ -不变
（τ -invariant）；换言之，对于任意 s ∈ S，均有 τ(s) ∈ S，即限制 τ |S 是 S 上的线性算子。
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3.6 投影算子

例 3.3 在 R2 中定义线性算子 τ(x, y) = (x + y, y)，那么子空间 S = {(x, 0)|x ∈ R} 是 τ -不变的，但子空间
T = {(0, y)|y ∈ R}不是。这说明一般而言，即便 V 的子空间 S 是 τ -不变的，其补空间 T 也未必是 τ -不变的。

定义 3.9 (约化)

♣
设 τ ∈ L(V )。若 V = S ⊕ T 且 S 和 T 均为 τ -不变的，称 (S, T )约化（reduce）τ。

约化对可用于将线性算子如下分解为直和形式。

定义 3.10 (算子直和)

♣

设 τ ∈ L(V )。若 (S, T )约化 τ，记 τ = τ |S⊕τ |T，并称 τ为 τ |S与 τ |T 的直和。因此，表达式 ρ = σ⊕τ ∈ L(V )

意味着存在 V 的子空间 S 和 T，使得 (S, T )约化 ρ，并且 σ = ρ|S , τ = ρ|T。

3.6 投影算子

3.6.1 定义与基本性质

定义 3.11 (投影)

♣

设 V = S ⊕ T，则线性算子 ρS,T : V → V 定义为 ρS,T (s+ t) = s，其中 s ∈ S, t ∈ T。ρS,T 称为沿 T 到 S

上的投影（projection onto S along T）。

以下是投影算子的基本性质。

命题 3.6

♠

设 V 为向量空间，ρ ∈ L(V )。

1. 若 V = S ⊕ T，则 ρS,T + ρT,S = ι；

2. 若 ρ = ρS,T，则 im(ρ) = S 且 ker(ρ) = T，进而 V = im(ρ)⊕ ker(ρ)。此外 v ∈ im(ρ) ⇔ ρv = v；

3. 若 σ ∈ L(V )满足 V = im(σ)⊕ ker(σ)且 σ|im(σ) = ι，则 σ为沿 ker(σ)到 im(σ)上的投影。

证明

1. 对于 V = S ⊕ T 内任意向量 v，存在 s ∈ S和 t ∈ T 使得 v = s+ t，那么 (ρS,T + ρT,S)(v) = s+ t = v，即

ρS,T + ρT,S = ι；

2. 对于任意 v ∈ V，存在 s ∈ S 和 t ∈ T 使得 v = s + t，因此 ρ(v) = s，即 im(ρ) ⊆ S；另一方面，对于任

意 s ∈ S，由于 0 ∈ T，因此存在 v ∈ V，使得 s = s + 0 = v ∈ V，那么 s = ρ(s)，即 S ⊆ im(ρ)。综上，

im(ρ) = S。类似分析可知 ker(ρ) = T，因此 V = S ⊕ T = im(ρ) ⊕ ker(ρ)。那么 v ∈ im(ρ) = S 当且仅当

ρv = vρ(v + 0) = v；

3. 记 S = im(σ), T = ker(σ)，则对于任意 s ∈ S 和 t ∈ T，首先有 σ(t) = 0，因此

σ(s+ t) = σ(s) + σ(t) = σ|S(s) + 0 = s, (3.6.1)

因此 σ为沿 T = ker(σ)到 S = im(σ)的投影。

事实上，除去上述定义，投影算子存在一种更简单的等价描述。

定义 3.12 (幂等)

♣
若线性算子 τ ∈ L(V )满足 τ2 = τ，则称其幂等（idempotent）。

定理 3.10

♥
线性算子 ρ ∈ L(V )是投影当且仅当其幂等。
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3.6 投影算子

证明 若 ρ = ρS,T，其中 S 和 T 分别为 V 的子空间，那么对于任意 v ∈ V，存在 s ∈ S 和 t ∈ T 使得 v = s+ t。

那么 ρ2v = ρ(ρ(s + t)) = ρ(s + 0) = s = ρ(v)，即 ρ2 = ρ；反之若 ρ2 = ρ，对于任意 v ∈ im(ρ)，总存在 x ∈ V

使得 v = ρx = ρ2x = ρv，因此 ρ|im(ρ) = ι。考虑 u ∈ im(ρ) ∩ ker(ρ)，那么 u = ρu = 0，即 im(ρ) ∩ ker(ρ) = {0}；
另外对于任意 v ∈ V，总有 v = ρv+ (v− ρv) ∈ im(ρ) + ker(ρ)，因此 V = im(ρ)⊕ ker(ρ)。根据命题 3.6，ρ是沿
ker(ρ)到 im(ρ)上的投影。

3.6.2 正交投影与单位算子分解

定义 3.13 (正交投影)

♣
对于投影 ρ, σ ∈ L(V )，若 ρσ = σρ = 0，则称两者正交（orthogonal），记作 ρ⊥σ。

命题 3.7

♠
投影 ρ, σ ∈ L(V )正交当且仅当 im(ρ) ⊆ ker(σ)且 im(σ) ⊆ ker(ρ)。

证明 若 ρ与 σ 正交，则对于任意 v ∈ im(ρ)，根据命题 3.6，σv = σ(ρv) = 0，因此 im(σ) ⊆ ker(σ)。类似地

im(σ) ⊆ ker(ρ)，必要性得证；反之若必要性成立，对于任意 v ∈ V，ρv ∈ im(ρ)，因此 σρv = 0，类似地 ρσv = 0，

故 ρσ = σρ = 0。

下面的例子将说明，仅有 ρσ = 0的条件是不充分的，甚至可能在此情况下 σρ不是投影。

例 3.4设 V = F 2，考虑 x轴和 y轴以及对角线

X = {(x, 0)|x ∈ F}, Y = {(0, y)|y ∈ F}, D = {(x, x)|x ∈ F}, (3.6.2)

那么对于任意 (x, y) ∈ F 2，容易验证

ρD,XρD,Y (x, y) = ρD,XρD,Y ((x, x) + (0, y − x)) = ρD,X(x, x) = (x, x), (3.6.3)

ρD,Y ρD,X(x, y) = ρD,Y ρD,X((y, y) + (x− y, 0)) = ρD,Y (y, y) = (y, y). (3.6.4)

可见若 ρ, σ为投影，其乘积 ρσ和 σρ可能仍为投影，但两者不相等。此外，

ρY,XρX,D(x, y) = ρY,XρX,D((x− y, 0) + (y, y)) = ρY,X(x− y, 0) = 0, (3.6.5)

ρX,DρY,X(x, y) = ρX,D(0, y) = ρX,D((−y, 0) + (y, y)) = (−y, 0), (3.6.6)

可见 ρY,XρX,D = 0，但 (ρX,DρY,X)2(x, y) = ρX,DρY,X(−y, 0) = (0, 0) 6= ρX,DρY,X(x, y)，即 ρX,DρY,X 非投影。

由于投影 ρ幂等，可将单位算子 ι写为两个正交投影的和：ι = ρ+ (ι− ρ)，并将此概念推广至更多投影。

定义 3.14 (单位算子的分解)

♣

V 上单位算子的分解（resolution of the identity）为求和形式

ρ1 + · · ·+ ρk = ι, (3.6.7)

其中 ρi 为两两（pairwise）正交的投影，即当 i 6= j 时 ρi⊥ρj。

V 上单位算子的分解与 V 的直和分解存在如下关系。

定理 3.11

♥

设 V 为向量空间，V 上单位算子的分解与 V 的直和分解（direct sum decompositions）存在如下对应关系：
1. 若 ρ1 + · · ·+ ρk = ι为单位算子的一种分解，则 V = im(ρ1)⊕ · · · ⊕ im(ρk)，其中 ρi是沿 ker(ρi) =

⊕j ̸=iim(ρj)到 im(ρi)上的投影；

2. 若 V = S1⊕· · ·⊕Sk且 ρi为沿直和⊕j ̸=iSj 到 Si上的投影，则 ρ1+ · · ·+ρk = ι是单位算子的分解。

证明

37



3.6 投影算子

1. 对于任意 v ∈ V，由条件知 v = (ρ1 + · · ·+ ρk)v ∈ im(ρ1) + · · ·+ im(ρk)，因此 V = im(ρ1) + · · ·+ im(ρk)。

对于任意 i 6= j，考虑 u ∈ im(ρi)∩ im(ρj)，那么根据定义，u = ρju = ρiρju = 0，即 im(ρi)∩ im(ρj) = {0}，
因此 V = im(ρ1)⊕ · · · ⊕ im(ρk)，并且 ker(ρi) = ⊕j ̸=iim(ρj)；

2. 根据命题 3.6，对于任意指标 i 6= j，im(ρi) = Si ⊆ ⊕k ̸=jSk = ker(ρj)，类似地 im(ρj) ⊆ ker(ρi)。根据命

题 3.7，ρi 两两正交。最后对于任意 v ∈ V，存在 si ∈ Si 使得 v = s1 + · · ·+ sk，进而

ρiv = ρi

Ñ
si +

∑
j ̸=i

sj

é
= si =⇒ (ρ1 + · · ·+ ρk)v = s1 + · · ·+ sk = v, (3.6.8)

因此 ρ1 + · · ·+ ρk = ι。

3.6.3 投影代数

命题 3.8

♠

设 V 为特征a不为 2的域 F 上的向量空间，ρ, σ为投影。

1. 和 ρ+ σ是投影当且仅当 ρ⊥σ，在这种情况下

im(ρ+ σ) = im(ρ)⊕ im(σ), ker(ρ+ σ) = ker(ρ) ∩ ker(σ). (3.6.9)

2. 差 ρ− σ是投影当且仅当 ρσ = σρ = σ，在这种情况下

im(ρ− σ) = im(ρ) ∩ ker(σ), ker(ρ− σ) = ker(ρ)⊕ im(σ). (3.6.10)

3. 若 ρ和 σ可交换，则 ρσ是投影，在这种情况下

im(ρσ) = im(ρ) ∩ im(σ), ker(ρσ) = ker(ρ) + ker(σ). (3.6.11)

a简言之，特征是使得乘法单位元 1加和为加法单位元 0的加项数，例如比特在按位加法和按位乘法下形成特征为 2的域（1+1 = 0）

证明

1. ρ + σ 是投影当且仅当 ρ + σ = (ρ + σ)2 = ρ + σ + ρσ + σρ，等价于 ρσ = −σρ。若 ρ⊥σ，该条件显然成
立；反之可将其改写为 ρσ = ρ2σ = ρ(−σρ) = (σρ)ρ = σρ。结合 ρσ = −σρ可知，ρσ = σρ = 0。现在对

于任意 v ∈ im(ρ + σ)，根据定理 3.10，v = (ρ + σ)v ∈ im(ρ) + im(σ)。并且类似定理 3.11的证明，ρ⊥σ
时 im(ρ) ∩ im(σ) = {0}，因此 im(ρ + σ) ⊆ im(σ) ⊕ im(σ)。另一方面，对于任意 u ∈ im(ρ) ⊕ im(σ)，总

存在 s ∈ im(ρ)和 t ∈ im(σ)使得 u = s + t。那么 ρu = s且 ρu = t，进而 (ρ + σ)u = s + t = u，可见

im(ρ)⊕ im(σ) ⊆ im(ρ+σ)。综上，im(ρ+σ) = im(ρ)⊕ im(σ)。对于后一结论，ker(ρ)∩ker(σ) ⊆ ker(ρ+σ)

是显然的。对于任意 v ∈ ker(ρ + σ)，有 ρv = −σv，因此 ρv = ρ2v = −ρσv = 0，类似地 σv = 0，即

v ∈ ker(ρ) ∩ ker(σ)，充分性得证；

2. ρ−σ是投影当且仅当 ρ−σ = (ρ−σ)2 = ρ+σ−ρσ−σρ，即 (ι−ρ)σ = −σ(ι−ρ)。根据上一结论，这等价于
σ⊥(ι−ρ)，因此 σ(ι−ρ) = (ι−ρ)σ = 0，即 σ = ρσ = σρ。在此条件下，显然有 im(ρ)∩ker(σ) ⊆ im(ρ−σ)；
对于任意 v ∈ im(ρ−σ)，要求 v = (ρ−σ)v，即 σv = σ(ρ−σ)v = 0，回代得 v = ρv。因此 v ∈ im(ρ)∩ker(σ)，

即 im(ρ − σ) ⊆ im(ρ) ∩ ker(σ)。对于后一结论，首先考虑 u ∈ ker(ρ) ∩ im(σ)，有 u = σu且 ρu = 0，因

此 0 = ρu = ρσu = σu，回代得 u = 0，即 ker(ρ) ∩ im(σ) = {0}。对于任意 v ∈ ker(ρ) ⊕ im(σ)，存在

s ∈ ker(ρ)和 t ∈ im(σ)使得 v = s+ t。已知 ρs = 0且 σt = t，那么 0 = σρs = σs，ρt = ρσt = σt = t。因

此 ρv = ρ(s+ t) = s+ t = v且 σv = σ(s+ t) = 0，进而 (ρ− σ)v = v，即 ker(ρ)⊕ im(σ) ⊆ ker(ρ− σ)；另

一方面，对于任意 v ∈ ker(ρ−σ)，已知 ρv = σv，那么 v = (v− ρv)+ ρv = (v− ρv)+σv ∈ ker(ρ)+ im(σ)，

因此 ker(ρ− σ) ⊆ ker(ρ)⊕ im(σ)，充分性得证；

3. 根据条件，(ρσ)2 = ρ(ρσ)σ = ρσ，因此 ρσ是投影。显然有 im(ρ)∩im(σ) ⊆ im(ρσ)；对于任意 v ∈ im(ρσ)，有

v = ρ(σv) = σ(ρv) ∈ im(ρ)∩ im(σ)，故 im(ρσ) ⊆ im(ρ)∩ im(σ)。对于后一结论，显然有 ker(ρ) + ker(σ) ⊆
ker(ρσ)；反之对于任意 v ∈ ker(ρσ)，已知 ρσv = 0，那么 v = σv + (v − σv) ∈ ker(ρ) + ker(σ)，即

ker(ρσ) ⊆ ker(ρ) + ker(σ)，结论得证
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4.1 商空间

4.1.1 基本概念

设 S 为向量空间 V 的一个子空间，u和 v为 V 内的向量。容易验证，定义为 u − v ∈ S 的二元关系 u ≡ v

是一个等价关系。当 u ≡ v时，我们称 u和 v模 S 同余（congruent modulo S）。术语“mod”是 modulo的口语
化表述，u ≡ v通常写为 u ≡ v mod S。当子空间在上下文明确时，我们简单将其写为 u ≡ v。

为了看清等价类的结构，我们记

{u ∈ V |u ≡ v} = {u ∈ V |u− v ∈ S} = {v + s|s ∈ S} = v + S, (4.1.1)

因此集合 v + S = {v + s|s ∈ S}称为 V 在 S 中的一个陪集（coset），v 称为 (v + S)的一个陪集代表元（coset
representative）。V 中 S 的所有陪集构成集合称为V 模 S 的商空间（quotient space of V modulo S），读作“V 模
S”，记作 V/S = {v + S|v ∈ V }。当然，这里的术语“空间”提示我们将定义 V/S 上向量空间的运算。一个自

然的选择是

(u+ S) + (v + S) = (u+ v) + S, r(u+ S) = (ru) + S. (4.1.2)

不过仍需要检查这些运算是否良定义（well-defined），即运算结果是否与代表元的选择无关：若 u1 + S = u2 +

S, v1 + S = v2 + S，我们希望 (u1 + v1) + S = (u2 + v2) + S 且 (ru1) + S = (ru2) + S。根据条件，u1 − u2 ∈ S

且 v1 − v2 ∈ S，因此

(u1 + v1) + S = (u2 + v2) + (u1 − u2) + (v1 − v2) + S = (u2 − v2) + S, (4.1.3)

(ru1) + S = (ru2) + r(u1 − u2) + S = (ru2) + S. (4.1.4)

可见加法和标量乘法是良定义的，以上结果也可以用等价关系 ≡更简洁地表述为
u1 ≡ u2, v1 ≡ v2 ⇒ (u1 + v1) ≡ (u2 + v2)；

u1 ≡ u2 ⇒ ru1 ≡ ru2。

这一结果在代数中会反复出现。在一个代数结构上（例如群、环、向量空间），若一个等价关系保持代数运算，则

称其为同余关系（congurence relation）。

定理 4.1 (商空间)

♥

设 S 为 V 的子空间，二元关系 u ≡ v ⇔ u − v ∈ S 为 V 上的等价关系，其等价类为陪集 v + S =

{v + s|s ∈ S}。V 中 S的所有陪集构成的集合 V/S称为 V 模 S的商空间，其自身构成一个向量空间，包

含良定义的运算：

(u+ S) + (v + S) = (u+ v) + S, r(u+ S) = ru+ S. (4.1.5)

V/S 的零向量为陪集 0 + S = S。



4.2 商空间的泛性质与第一同构定理

4.1.2 自然投影与对应定理

若 S为 V 的一个子空间，则可以定义将每个向量嵌入包含其陪集的映射 πS : V → V/S, v 7→ v+S。该映射

称为从 V 到 V/S 的典范/自然投影（canonical/natural projection），或者简单称为模 S 的投影（projection modulo
S）。注意这里“投影”并非上一章中“投影算子”的“投影”含义。

定理 4.2 (典范投影)

♥
典范投影 πS : V → V/S 定义为 πS(v) = v + S，该投影为满射线性变换，其核为 ker(πS) = S。

证明 容易证明 πS 是满射。对于任意 u, v ∈ V 和 r, s ∈ F，

πS(ru+ sv) = (ru+ sv) + S = (ru+ S) + (sv + S) = r(u+ S) + s(v + S) = rπS(u) + sπS(v), (4.1.6)

因此 πS 为线性变换，最后

ker(πS) = {v ∈ V |v + S = S} = {v ∈ V |v ∈ S} = S. (4.1.7)

4.2 商空间的泛性质与第一同构定理
设 S 为 V 的子空间，那么 (V/S, πS)具有一个常称为泛性质（university）1的特殊性质，具体如下。

定理 4.3

♥

设 S 为 V 的一个子空间，τ ∈ L(V,W ) 满足 S ⊆ ker(τ)，则存在唯一线性变换 τ ′ : V/S → W，使得

τ ′ ◦ πS = τ。在这种情况下，ker(τ ′) = ker(τ)/S 且 im(τ ′) = im(τ)。

证明 若希望构造映射 τ ′ : V/S → W，首先要求同余关系的等价类的像与该等价类的代表元选取无关；换言之，

若 u ≡ v mod S，则希望 τ ′(u+ S) = τ ′(v + S)。对于线性变换，该式等价于

0 = τ ′(u+ S)− τ ′(v + S) = τ ′(u− v + S) = τ ′ ◦ πS(u− v) = τ(u− v) ⇔ u− v ∈ ker(τ). (4.2.1)

因此当 S ⊆ ker(τ)时，上式显然满足，此时 τ ′ 良定义，并且

im(τ ′) = {τ ′(v + S)|v + S ∈ V/S} = {τ(v)|v ∈ V } = im(τ), (4.2.2)

ker(τ ′) = {v + S|τ ′(v + S) = 0} = {v + S|τ(v) = 0} = ker(τ)/S. (4.2.3)

由于 τ ′ 在 V 内每个向量上的取值完全由 τ 确定，故 τ ′ 唯一。

上述定理具有一个非常重要的推论，称为第一同构定理（first isomorphism theorem）。

定理 4.4 (第一同构定理)

♥

设 τ : V →W 为线性变换，则线性变换

τ ′ : V/ ker(τ) →W defined by τ ′(v + ker(τ)) = τ(v) (4.2.4)

为单射，并且 V/ ker(τ) ∼= im(τ)。

证明 在定理 4.3中取 S = ker(τ)，那么存在唯一线性变换 τ ′ : V/ ker(τ) →W 使得 τ ′ ◦ πS = τ，其将 v + ker(τ)

映射到 τ(v)。因此 ker(τ ′) = ker(τ)/ ker(τ) = ker(τ)为 V/ ker(τ)中的零向量。根据命题 3.2，τ ′ 为单射，并且
im(τ ′) = im(τ)意味着 τ ′ 同时也是从 V/ ker(τ)到 im(τ)的满射，因此 V/ ker(τ) ∼= im(τ)。

根据第一同构定理，任何 V 上的线性变换 τ : V → im(τ)同构于 V 上的一个商空间；反之，V 的任意商空

间 V/S 是 V 上典范投影 πS 的像。因此，在同构意义下，商空间等价于同态像。

1关于泛性质的严格定义，请参见附录第??章介绍
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4.3 线性泛函与对偶基

推论 4.1

♥
设 S 为 V 的一个子空间，则 V 中 S 的所有补空间同构于 V/S，进而彼此同构。

证明 设 T 为 S 的一个补空间，将第一同构定理 4.4应用于投影算子 ρS,T : V → S，得到 T ∼= V/S。

推论 4.2

♥
设 S 为向量空间 V 的一个子空间，则 dim(V ) = dim(S) + dim(V/S)。

证明 对于 V 的子空间 S 的任意补空间 T，投影算子 ρS,T 的核与像分别为 T 和 S。根据秩-零化度定理 3.3，
dim(V ) = dim(S) + dim(T )。再利用推论 3.2和4.1，dim(T ) = dim(V/S)，从而结论得证。

注需要注意的是，由于基数减法未定义，不能将上述结论写为 dim(V/S) = dim(V )− dim(S)。

根据此推论，我们引入一个可能会偶尔用到的概念。

定义 4.1 (余维数)

♣
若 S是 V 的一个子空间，则 dim(V/S)称为 V 中 S的余维数（codimension），记作 codim(S)或 codimV (S)。

另一方面，需要指出的是，商空间补空间的同构性可能并没有预期的那么好。

例 4.1
1. 考虑 F [x]上的一组基

{
1, x, x2, · · ·

}
，取

A =
〈
x, x2, x3, · · ·

〉
, B = 〈1〉 , C =

〈
1, x2, x4, · · ·

〉
, D =

〈
x, x3, x5

〉
. (4.2.5)

定义映射 f : A → D，使得 f(xn+1) = x2n (n ∈ N)，可证明 f 为同构；但另一方面，dim(B) = 1 6= ℵ0 =

dim(D)。这意味着此时 A⊕B = F [x] = C ⊕D且 A ∼= C，但 B 6∼= D；

2. 考虑 F [x, y]上的一组基 {xmyn}m,n∈N，取

S =
〈
x, x2, · · ·

〉
, B = 〈1〉 , D =

〈
1, y, y2, · · ·

〉
. (4.2.6)

定义映射 g : V → W，使得 g(xn) =

x(n−1)/2, if n is odd,

yn/2+1, if n is even,
可证明 g 是同构；但另一方面，dim(B) =

1 6= ℵ0 = dim(D)。这意味着此时 S ⊕B ∼= S ⊕D，但 B 6∼= D。

4.3 线性泛函与对偶基

4.3.1 线性泛函

定义 4.2

♣

设 V 为域 F 上的向量空间。若线性变换 f ∈ L(V, F )取值于基域 F，则称其为 V 上的线性泛函（linear
functional），或者简称为泛函。V 上所有线性泛函构成的向量空间记为 V ∗，称其为 V 的代数对偶空间

（algebraic dual space）。

注此处术语“代数”是必要的，因为在第8.4节我们将介绍另一种对偶空间：连续对偶空间；不过目前术语“对
偶空间”仅仅指代数对偶空间。为了区别于其他类型的线性变换，常用小写意大利字母 f, g, h表示线性泛函。

例 4.2
1. 由 f(p(x)) = p(0)定义的映射 f : F [x] → F 是一个线性泛函，称为 0点取值泛函（evaluation at 0）；
2. 记 C[a, b]为在 [a, b] ⊆ R上所有连续函数构成的线性空间，映射 f : C[a, b] → R定义为

f(α(x)) =

ˆ b

a

α(x) dx , (4.3.1)

则 f 是一个线性泛函，记作 f ∈ C[a, b]∗。
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4.3 线性泛函与对偶基

对于任意 f ∈ V ∗，秩-零化度定理 3.3给出 dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(V )。由于 im(f) ⊆ F，首先有

0 ∈ im(F )；若存在其他非零元 r，则 〈r〉 = {rs|s ∈ F} = F。这意味着 im(f) = {0}或 F，即非零线性泛函是满

射。下面我们列举线性泛函其他的一些基本性质。

命题 4.1

♠

1. 对于 V 中任意非零向量 v ∈ V，存在线性泛函 f ∈ V ∗ 使得 f(v) 6= 0；

2. 向量 v ∈ V 为零当且仅当 f(v) = 0对于任意 f ∈ V ∗ 成立；

3. 设 f ∈ V ∗，若 f(x) 6= 0，则 V = 〈x〉 ⊕ ker(f)；

4. 两个非零线性泛函 f, g ∈ V ∗ 具有相同的核当且仅当存在非零标量 λ，使得 f = λg。

证明 前两条性质是显然的。对于性质 3，首先考虑 u ∈ 〈x〉 ∩ ker(f)，那么存在 r ∈ F，使得 u = rx，从而

对于任意线性泛函 f ∈ V ∗，0 = fu = f(rx) = rf(x)。根据性质 2，这要求 x = 0，因此 〈x〉 ∩ ker(f) = {0}。
〈x〉⊕ker(f) ⊆ V 是显然的；对于反向包含，对任意 v ∈ V 定义 r = f(v)/f(x)，那么 f(v−rx) = f(v)−rf(x) = 0，

即 v = rx+ (v − rx) ∈ 〈x〉 ⊕ ker(f)，因此 V ⊆ 〈x〉 ⊕ ker(f)。

对于性质 4，必要性是显然的；对于充分性，在 K = ker(f) = ker(g) 内，f 与 g 的取值相同。对于任意

x /∈ K，根据性质 3，V = 〈x〉⊕K。取 λ = f(x)/g(x)，则 f |⟨x⟩ = λg|⟨x⟩。可见 f(x) = λg(x)对所有 x ∈ V 成立。

4.3.2 对偶基

设 V 为包含一组基 B = {vi|i ∈ I}的向量空间。对于每个指标 i ∈ I，我们可通过正交性条件

v∗i (vj) = δi,j , where δi,j =

1, if i = j,

0, if i 6= j
(4.3.2)

定义一个线性泛函 v∗i ∈ V ∗，其中 δi,j 为 Kronecker δ-函数（Kronecker delta function）。那么对于 aik ∈ F，

0 = ai1v
∗
i1 + · · ·+ ainv

∗
in =⇒ 0 =

n∑
j=1

aijv
∗
ij (vik) = aik (4.3.3)

对所有 k = 1, · · · , n成立，因此 B∗ = {v∗i |i ∈ I}线性无关。

定理 4.5 (对偶基)

♥

设 V 为具有基 B = {vi|i ∈ I}的线性空间。
1. 集合 B∗ = {v∗i |i ∈ I}线性无关，其中 v∗i 按(4.3.2)式定义；
2. 若 V 是有限维的，则 B∗ 是 V ∗ 的一组基，称为 B的对偶基（dual basis）。

证明 第一条结论已证明。对于任意 f ∈ V ∗，设 dim(V ) = n，我们有
∑n

j=1 f(vj)v
∗
j (vi) = f(vi)。因此对于任意

v ∈ V，存在唯一一组 ri ∈ F，使得 v =
∑n

i=1 rivi，进而

f(v) =

n∑
i=1

rif(vi) =

n∑
i=1

ri

Ñ
n∑

j=1

f(vj)v
∗
j (vi)

é
=

n∑
j=1

f(vj)v
∗
j

(
n∑

i=1

rivi

)
=

n∑
j=1

f(vj)v
∗
j (v), (4.3.4)

即 f =
∑n

j=1 f(vj)v
∗
j。因此 V ∗ = 〈B∗〉，根据定理 2.1，B∗ 是 V ∗ 的基。

根据上述定理，若 dim(V ) <∞，则 dim(V ∗) = dim(V ) <∞，这是因为对偶向量同样形成了 V ∗的一组基。

但对于无限维情形，情况要复杂得多。我们先给出一个直观的例子，最后不加证明地给出结论。

例 4.3设 V 为域 F = Z2 = {0, 1}上的一个无限维向量空间，其基为 B。由于线性组合是有限和，故 V ⊆ P0(B)。
根据定理 1.2，dim(V ) ≤ |P0(B)| = |B|。另一方面，由于每个 f ∈ V ∗都可将每个 vi ∈ B映射独立映射到 0和 1，
因此 dim(V ∗) = |P(B)|。根据定理 1.2，dim(V ∗) > dim(V )。

定理 4.6

♥
设 V 为向量空间，则 dim(V ) ≤ dim(V ∗)，等号成立当且仅当 dim(V ) <∞。
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第 5章 实内积空间与复内积空间

在本章中，我们仅聚焦于 F 是实数域 R和复数域 C的情形，将 r ∈ C的复共轭记为 r̄。在这样的向量空间

上，我们定义了一个称为“内积”新的函数。
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5.1 内积、范数和距离

5.1.1 内积

定义 5.1 (内积与内积空间)

♣

设 V 为 F 上的向量空间，V 上的内积（inner product）是一个函数 〈·, ·〉 : V × V → F，满足

1. 正定性（positive definiteness）：对于所有的 v ∈ V，均有 〈v, v〉 ≥ 0，并且等号成立当且仅当 v = 0；

2. 对于 F = C，有共轭对称性（conjugate symmetry）：〈u, v〉 = v, u；对于 F = R，有对称性（symmetry）：
〈u, v〉 = 〈v, u〉；

3. 关于首个坐标线性（linearity in the first coordinate）：对于所有 u, v, w ∈ V 和 r, s ∈ F，均有

〈ru+ sv, w〉 = r 〈u,w〉+ s 〈v, w〉 . (5.1.1)

赋予内积的实（复）向量空间 V 称为一个实（复）内积空间（real/complex inner product space）。

注若 X,Y ⊆ V，我们记 〈X,Y 〉 = {〈x, y〉 |x ∈ X, y ∈ Y }, expvalv,X = {〈v, x〉 |x ∈ X}。
若将内积空间 V 上的内积限制在向量子空间 S上，则 S在此内积下也构成一个内积空间。若 F = R，那么

性质 2和 3意味着内积空间在各坐标上都是线性的，也就是说内积空间是双线性的（bilinear）；若 F = C，则有

〈w, ru+ sv〉 = 〈ru+ sv, w〉 = r̄〈u,w〉+ s̄〈v, w〉 = r̄ 〈w, u〉+ s̄ 〈w, v〉 . (5.1.2)

这称为在第二个坐标上的共轭线性性（conjugate linearty），也称半双线性性（sesquilinearity）。
例 5.1

1. 向量空间 Rn 在标准内积（standard inner product）或点积（dot product）下构成内积向量空间，其定义为

〈(r1, · · · , rn), (s1, · · · , sn)〉 = r1s1 + · · ·+ rnsn. (5.1.3)

向量空间 Rn 常称为n维 Euclidean空间（n-dimensional Euclidean space）；
2. 向量空间 Cn 在标准内积

〈(r1, · · · , rn), (s1, · · · , sn)〉 = r1s1 + · · ·+ rnsn (5.1.4)

下构成一个内积空间，常称为n维幺正空间（n-dimensional unitary space）；
3. 在闭区间 [a, b]上的所有连续复值函数构成一个向量空间 C[a, b]。在内积

〈f, g〉 =
ˆ b

a

f(x)g(x) dx (5.1.5)

下，该空间构成一个复内积空间。



5.1 内积、范数和距离

例 5.2 最重要的内积空间之一是满足
∑

n |sn|
2
<∞的全体实（复）数列 (sn)构成的向量空间 `2，内积定义为

〈(sn), (tn)〉 =
∞∑

n=0

sntn. (5.1.6)

这种序列称为平方可和的（square summable）。为了使这样的内积空间有意义，右侧的和必须收敛：

0 ≤ (|sn| − |tn|)2 = |sn|2 + |tn|2 − 2|sn||tn| =⇒ |sntn| ≤ (|sn|2 + |tn|2)/2. (5.1.7)

引理 5.1

♥
若 V 是内积空间，并且 〈u, x〉 = 〈v, x〉对所有 x ∈ V 成立，则 u = v。

下一结论指出了实内积空间与复内积空间之间的主要差异直积，并将在后文起到关键作用。

命题 5.1

♠

设 V 为内积空间，τ ∈ L(V )。

1. 若 〈τv, w〉 = 0对所有 v, w ∈ V 成立，则 τ = 0；

2. 若 V 是复内积空间，则 〈τv, v〉 = 0对所有 v ∈ V 成立⇒ τ = 0。

证明

1. 由于 τv ∈ V，可取 w = τv，因此根据定义，〈τv, τv〉 = 0当且仅当 τv = 0对所有 v ∈ V 成立，故 τ = 0；

2. 设 v = rx+ y，其中 x, y ∈ V 且 r ∈ F，则

0 = 〈τv, v〉 = 〈τ(rx+ y), rx+ y〉 = |r|2 〈τx, x〉+ 〈τy, y〉+ r 〈τx, y〉+ r̄ 〈τy, x〉 . (5.1.8)

分别取 r = 1和 i，可得〈τx, y〉+ 〈τy, x〉 = 0,

〈τx, y〉 − 〈τy, x〉
=⇒ 〈τx, y〉 = 〈τy, x〉 = 0 for all x, y ∈ V =⇒ τ = 0. (5.1.9)

5.1.2 范数

定义 5.2 (范数)

♣

若 V 是内积空间，则 v ∈ V 的范数（norm）或长度（length）定义为 ‖v‖ =
√

〈v, v〉。若 ‖v‖ = 1，则向量

v称为单位向量（unit vector）。

以下是范数的基本性质。

定理 5.1

♥

1. 正定性：对所有 v ∈ V，‖v‖ ≥ 0，并且等号成立当且仅当 v = 0；

2. 线性性：对所有 r ∈ F 和 v ∈ V，均有 ‖rv‖ = |r|‖v‖；
3. 三角不等式：对所有 u, v ∈ V，均有 ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖，等号成立当且仅当 u是 v的非负标量倍。

在一般向量空间中，满足上述三条性质的函数称为其范数。我们将证明留给读者，其中三角不等式的证明在

证明了下列性质中的 Cauchy-Schwarz不等式后将迎刃而解。被赋予范数的向量空间称为赋范线性空间（normed
linear space）。因此，在内积诱导的范数（定义 5.2）下，所有内积空间都是赋范线性空间。

命题 5.2

♠

1. Cauchy-Schwarz不等式：对所有 u, v ∈ V，|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖，等号成立当且仅当 u是 v的标量倍；

2. 对所有 u, v ∈ V，均有 |‖u‖ − ‖v‖| ≤ ‖u− v‖；
3. 平行四边形法则（the parallelogram law）：对所有 u, v ∈ V，均有 ‖u+ v‖2+‖u− v‖2 = 2‖u‖2+2‖v‖2。
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5.2 等距性与正交性

证明 这里我们仅证明 Cauchy-Schwarz不等式。对于任意 u, v ∈ V 和 r ∈ F，考虑 u− rv的范数：

0 ≤ ‖u− rv‖2 = 〈u− rv, u− rv〉 = (〈u, u〉 − r̄ 〈u, v〉)− r(〈v, u〉 − r̄ 〈v, v〉). (5.1.10)

取 r = 〈u, v〉 / 〈v, v〉，则有

0 ≤ 〈u, u〉 − |〈u, v〉|2/ 〈v, v〉 =⇒ |〈u, v〉|2 ≤ ‖u‖‖v‖, (5.1.11)

等号成立当且仅当 u = rv，即 u是 v的标量倍。

一个有趣的事实是 V 上的内积可通过范数恢复，两种概念在实（复）内积空间内是等价的。

定理 5.2 (极化恒等式)

♥

1. 若 V 为实向量空间，则

〈u, v〉 = 1

4

Ä
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

ä
. (5.1.12)

2. 若 V 为复向量空间，则

〈u, v〉 = 1

4

Ä
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

ä
+

i
4

Ä
‖u+ iv‖2 − ‖u− iv‖2

ä
. (5.1.13)

5.1.3 距离

事实上，范数还可以用于定义内积空间中任意两个向量的距离。

定义 5.3 (距离)

♣
设 V 为内积空间，V 中任意两个向量的距离（distance）d(u, v)定义为 d(u, v) = ‖u− v‖。

以下是距离的基本性质。

定理 5.3

♥

1. 正定性：对于所有 u, v ∈ V，d(u, v) ≥ 0，等号成立当且仅当 u = v；

2. 对称性：对于所有 u, v ∈ V，d(u, v) = d(v, u)；

3. 三角不等式：对于所有 u, v, w ∈ V，d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v)。

对比第1.3.1小节的定义，容易看出 d实际上是 V 上的度量，有序对 (V, d)构成度量空间。因此在这样的距

离定义下，所有内积空间都是度量空间。

5.2 等距性与正交性

5.2.1 等距映射

向量统建的同构保持向量空间的运算。对于被赋予拓扑结构的内积空间，其相应的概念是等距映射。

定义 5.4 (等距映射)

♣

设 V 和W 为内积空间，τ ∈ L(V,W )。

1. 若 τ 保持内积，即 〈τu, τv〉 = 〈u, v〉对所有 u, v ∈ V 成立，则 τ 是等距映射（isometry）；
2. 双射等距映射称为等距同构（isometric isomorphism），此时称 V 和W 等距同构。

注对于任意 u ∈ ker(τ)（τ 为等距映射），τu = 0意味着 〈u, u〉 = 〈τu, τu〉 = 0，因此 u = 0，即 ker(τ) = {0}。因
此等距映射是单射，当其为满射时自然为等距同构。此外，若 dim(V ) = dim(W ) < ∞，根据推论 3.3，此时 τ

自然为等距同构。

由于范数确定了内积，我们自然有以下结论。
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5.3 正交集与标准正交集

定理 5.4

♥
线性变换 τ ∈ L(V,W )是等距映射当且仅当其保持范数，即当且仅当 ‖τv‖ = ‖v‖对所有 v ∈ V 成立。

证明 若 τ 为等距映射，取 u = v自然有 ‖τv‖ = ‖v‖；反之根据极化恒等式（定理 5.2），在实内积空间中，

〈τu, τv〉 = 1

4

Ä
‖τ(u+ v)‖2 − ‖τ(u− v)‖2

ä
=

1

4

Ä
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

ä
= 〈u, v〉 , (5.2.1)

此时 τ 为等距映射。复内积空间的情形类似。

5.2.2 正交性

定义 5.5

♣

设 V 为内积空间。

1. 若两个向量 u, v ∈ V 满足 〈u, v〉 = 0，则称两者正交（orthogonal），记作 u⊥v’
2. 若两个子集X,Y ⊆ V 满足 〈X,Y 〉 = {0}，即 x⊥y对所有 x ∈ X 和 y ∈ Y 成立，则称X 与 Y 正交，

记作 X⊥Y；同时用 v⊥X 代替 {v}⊥X 的写法；
3. 子集 X ⊆ V 的正交补（orthogonal complement）是集合 X⊥ = {v ∈ V |v⊥X}。

容易验证以下性质。

命题 5.3

♠

设 V 为内积空间。

1. 任意子集 X ⊆ V 的正交补 X⊥ 是 V 的一个子空间；

2. 对于 V 的任意子空间 S，S ∩ S⊥ = {0}。

证明

1. 对于任意 u, v ∈ X⊥和 r, s ∈ F，〈ru+ sv,X〉 = r 〈u,X〉+ s 〈v,X〉 = 0，因此 ru+ sv ∈ X⊥。根据命题 2.1，
X⊥ 为子空间；

2. 对于任意 v ∈ S ∩ S⊥，〈v, v〉 = 0，因此 v = 0，即 S ∩ S⊥ = {0}。

定义 5.6 (正交直和)

♣

若内积空间 V = S ⊕ T 且 S⊥T，则称 V 是 S与 T 的正交直和（orthogonal direct sum），记作 V = S � T。

更一般地，若

V = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn and Si⊥Sj for i 6= j, (5.2.2)

则称 V 为 S1, · · · , Sn 的正交直和，记作 V = S1 � · · · � Sn。

正交直和具有以下等价描述。

定理 5.5

♥

设 V 为内积空间，S 与 T 均为 V 的子空间，则下列表述等价：

1. V = S � T；

2. V = S ⊕ T 且 T = S⊥。

证明 若 V = S � T，那么根据定义，T ⊆ S⊥。对于任意 v ∈ S⊥ ⊆ V，存在 s ∈ S 和 t ∈ T 使得 v = s+ t，因

此 0 = 〈s, v〉 = 〈s, s〉+ 0，进而 s = 0，故 v = t ∈ T，反向包含证毕。由表述 2证明表述 1是显然的。
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5.3 正交集与标准正交集

5.3 正交集与标准正交集

5.3.1 基本概念

定义 5.7 (正交集与标准正交集)

♣

对于内积空间内的一个非空向量集 O = {ui|i ∈ I}，若 ui⊥uj 对任意不相同的指标 i, j ∈ I 成立，则称其

为正交集（orthogonal set）。另外，若每个向量 ui都是单位向量，那么O是标准正交集（orthonormal set）。
因此，若 〈ui, uj〉 = δi,j 对所有指标 i, j ∈ I 成立，则称该集合标准正交，其中 δi,j 是 Kronecker δ-函数。

注给定任意非零向量 v ∈ V，可通过对 v 乘上其倒数得到一个单位向量 u = v/‖v‖。该过程称为向量 v 的归一

化（normalization）。因此，从非零向量的正交集获得标准正交集是一件容易的事。另外，若 u⊥v，则 ‖u+ v‖2 =

‖u‖2 + ‖v‖2；当 F = R时，其逆命题也成立。

命题 5.4

♠V 内由任意非零向量构成的正交集是线性无关的。

证明 考虑正交集 O = {ui|i ∈ I} 以及线性组合
∑n

j=1 rijuij = 0，利用正交性可知 0 =
¨
uik ,

∑n
j=1 rijuij

∂
=

rik 〈uik , uik〉，即 rik = 0对所有 k = 1, · · · , n成立，因此 O线性无关。

5.3.2 Gram-Schmidt正交化

Gram-Schmidt过程可用于将向量序列变换为正交序列。我们首先从以下定义入手。

定理 5.6 (Gram-Schmidt增广)

♥

设 V 为内积空间，O = {u1, · · · , un}为 V 内一组正交向量集。若 v /∈ 〈u1, · · · , un〉，则存在非零向量 u ∈ V

使得 {u1, · · · , un, u}正交，且

span{u1, · · · , un, u} = span{u1, · · · , un, v}. (5.3.1)

特别地，

u = v −
n∑

i=1

riui, where ri =

0, if ui = 0,

〈v, ui〉 / 〈ui, ui〉 , if ui 6= 0.
(5.3.2)

上述结论可直接验证(5.3.2)式证明。尽管 Gram-Schmidt增广（augmentation）常用于一系列线性无关的向量，
但事实上也能应用于任意向量序列。

定理 5.7

♥

设 B = {v1, v2, · · · }是一个向量列，则可通过 Gram-Schmidt增广定义序列 O = (u1, u2, · · · )：

uk = vk =

k−1∑
i=1

rk,iui, where u1 = v1 and rk,i =

0, if ui = 0,

〈vk, ui〉 / 〈ui, ui〉 , if ui 6= 0.
(5.3.3)

这样的 O构成 V 内一组正交序列，满足

span{u1, · · · , uk} = span{v1, · · · , vk} (5.3.4)

对所有 k > 0成立。同样地，uk = 0当且仅当 vk ∈ span{v1, · · · , vk−1}。

证明 当 k = 1时，该结论显然成立。假定该结论在 k − 1时成立，若

vk ∈ span{v1, · · · , vk−1} = span{u1, · · · , uk−1}, (5.3.5)
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5.4 最佳逼近与投影定理

那么存在 ai ∈ F 使得 vk =
∑k−1

i=1 aiui，进而 〈vk, ui〉 = ai 〈ui, ui〉。因此当 ui 6= 0 时 ai = rk,i，即 uk =

vk −
∑k−1

i=1 rk,iui = 0，即

span{u1, · · · , uk} = span{u1, · · · , uk−1, 0} = span{v1, · · · , vk−1} = span{v1, · · · , vk}. (5.3.6)

反之若 vk /∈ span{v1, · · · , vk−1}，则 Gram-Schmidt增广过程（定理 5.6）已给出结果。综上，该结论对任意自然
数 k成立，从而可得到一条正交向量列。

5.3.3 Hilbert基与 Hamel基

定义 5.8 (Hilbert基)

♣在内积空间内的极大标准正交集（maximal orthonormal set）称为 V 的 Hilber基（Hilbert basis）。

Zorn引理（定理 1.1）可用于证明任意非平凡内积空间具有 Hilbert基：对于 V 内任意标准正交集构成的链

{Eα}，可取其并集 E = ∪αEα。对于任意 u, v ∈ E，总存在 α, β 使得 u ∈ Eα, v ∈ Eβ。不妨设 Eα ⊆ Eβ，那么

在 Eβ 内，〈u, v〉 = 0，同时 ‖u‖ = ‖v‖ = 1。因此 E 为标准正交集，同时 E 为该链的上界。根据 Zorn引理（定
理 1.1），V 内含有极大标准正交集，即具有 Hilbert基。
需要小心的是，不能将向量空间内的基与内积空间内的 Hilbert基混淆。为了避免这种混淆，我们称前者为

Hamel基（Hamel basis），称标准正交的 Hamel基为标准正交基。
由于每个标准正交集都是线性无关的，因此标准正交基是Hilbert基，因为它不能真包含于其他正交集中；否

则未包含的元素与标准正交基的并集构成新的线性无关集，这与 Hamel基的极大性矛盾。对于有限维内积空间，
这两种基是相同的。

定理 5.8

♥
设 V 为内积空间，则 V 的有限子集 O = {u1, · · · , uk}是 V 的标准正交基当且仅当其为 V 的 Hilbert基。

证明 对于充分性，假设存在 v ∈ V 使得 O ∪ {v}构成一组标准正交集。由于 O是 Hamel基，存在 ri ∈ F 使得

v =
∑k

i=1 riui，进而 0 = 〈v, ui〉 = ri 对所有指标 i = 1, · · · , k成立，因此 v = 0，即 O为 Hilbert基。
反之对于必要性，假设存在 v ∈ V 使得 O ∪ {v} 构成一组线性无关集。利用 Gram-Schmidt 增广过程（定

理 5.6）可得到一组更大的标准正交集，但这与 O的极大性矛盾，因此 O为 Hamel基。
下面这个例子说明了为什么上述结果在无穷维内积空间内会失效。

例 5.3 设 V = `2 且M 为具有形如

ei = ( 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) terms

, 1, 0, · · · ) (5.3.7)

的所有向量构成的集合。显然M 是一组正交集，若存在 v = (xn) ∈ `2且 v⊥M，则 0 = 〈v, ei〉 = xi对所有指标

i成立，这意味着 v = 0。因此M 也是极大标准正交集，从而是内积空间 `2 的一组 Hilbert基。
但另一方面，由M 张成的向量空间是 `2 内所有具有有限支撑的序列构成的子空间 S，显然 S 6= `2，例如

(sn) = (1/n)在 `2 内但不在 S 内。

5.4 最佳逼近与投影定理

5.4.1 最佳逼近

标准正交基相较于任意基具有显著的实用优势。从计算的角度看，若 B = {v1, · · · , vn}是 V 的一组基，则

每个 v ∈ V 都具有形式 v = r1v1 + · · ·+ rnvn。一般而言，确定坐标 ri需要求解 n× n规模的线性方程组。但如

果 O = {u1, · · · , un}是 V 的一组标准正交基，并且 v = r1u1 + · · · + rnun，则系数 ri 可直接通过 〈v, ui〉得到。
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即使 O = {u1, · · · , un}仅仅是任意标准正交集，我们仍可以考虑其展开：

v̂ = 〈v, u1〉u1 + · · ·+ 〈v, un〉un. (5.4.1)

定理 5.9 (Fourier展开与最佳逼近)

♥

设 O = {u1, · · · , uk}为内积空间 V 的标准正交子集，子空间 S = 〈O〉，则向量 v ∈ V 关于 O的 Fourier
展开（Fourier expansion）为

v̂ = 〈v, u1〉u1 + · · ·+ 〈v, uk〉uk, (5.4.2)

每个系数 〈v, ui〉称为 v关于 O的 Fourier系数（Fourier coefficient）。向量 v̂可如下刻画：

1. v̂是唯一满足 (v − s)⊥S 的向量 s ∈ S；

2. v̂ 为 S 内对 v 的最佳逼近（best approximation）；换言之，v̂ 是在范数意义下唯一最接近 v 的向量

s ∈ S，即 ‖v − v̂‖ < ‖v − s‖对所有 s ∈ S\{v̂}成立；
3. Bessel不等式对所有 v ∈ V 成立，即 ‖v̂‖ ≤ ‖v‖。

证明

1. 首先验证 〈v − v̂, ui〉 = 〈v, ui〉 − 〈v, ui〉 = 0，因此对于任意 s ∈ S = 〈O〉，〈v − v̂, s〉 = 0，即 (v − v̂)⊥S。
设存在另一个 s ∈ S 使得 (v − s)⊥S，由于 S 和 S⊥ 均为子空间（命题 5.3），故 s − v̂ ∈ S，同时 s − v̂ =

(v − v̂)− (v − s) ∈ S⊥，从而 s− v̂ ∈ S ∩ S⊥ = {0}，即 s = v̂，唯一性得证；

2. 对于任意 s ∈ S\{v̂}，由于 (v − v̂)⊥S 且 s, v̂ ∈ S，有

‖v − s‖2 = ‖(v − v̂) + (v̂ − s)‖2 = ‖v − v̂‖2 + ‖v̂ − s‖2 ≥ ‖v − v̂‖2, (5.4.3)

等号成立当且仅当 s = v̂，因此 ‖v − v̂‖ < ‖v − s‖对所有 s ∈ S\{v̂}成立；
3. 当 O 为 Hilbert基时，假设存在 v ∈ V 使得 v /∈ S，那么可通过 Gram-Schmidt增广过程（定理 5.6）得到
一组新的标准正交基，但这与 O的极大性矛盾。因此存在 ri ∈ F 使得 v =

∑k
i=1 riui 对任意 v ∈ V 成立，

其中 ri = 〈v, ui〉。故 v = v̂，自然有 ‖v‖ = ‖v̂‖。当 O 不为 Hilbert基时，存在 v ∈ V 满足 v /∈ S，可通

过 Gram-Schmidt增广过程（定理 5.6）得到非零单位向量 uk+1 = v −
∑k

i=1 riui，其中 ri = 〈v, ui〉。因此
uk+1 = v − v̂ ∈ S⊥，进而 ‖v‖2 = ‖v̂‖2 + ‖v − v̂‖2 > ‖v̂‖2。综上，‖v‖ ≥ ‖v̂‖对所有 v ∈ V 成立。

5.4.2 投影定理

定理 5.10 (投影定理)

♥

若 S 是内积空间 V 的有限维子空间，则 V = S � S⊥，由此 dim(V ) = dim(S) + dim(S⊥)。特别地，若

v ∈ V，则 v = v̂ + (v − v̂) ∈ S � S⊥。

证明 取 S的一组有限基B，将其通过Gram-Schmidt增广过程（定理 5.6）得到一组标准正交基O = {u1, · · · , uk}。
再结合定理 5.9构造任意 v ∈ V 的 Fourier展开 v̂，可知 (v− v̂) ∈ S⊥，因此 V = S+S⊥。根据命题 5.3和定理 5.5，
V = S � S⊥。维数关系源于推论 4.2。
当 S 不是有限维时，上述结论未必成立。不过即使在无穷维情形，只要 S 是完备子空间，上述结论依然成

立。关于这部分的讨论，我们放到第8章。
例 5.4仍采用例5.3中的例子。设 S = span(M)，那么若 x = (xn) ∈ S⊥，则 0 = 〈x, ei〉 = xi 对所有指标 i成立，

从而 x = 0，即 S⊥ = {0}；然而 S � S⊥ = S 6= `2，可见投影定理失效。

命题 5.5

♠

设 V 为内积空间，S 为 V 的一个有限维子空间。

1. S⊥⊥ = S；

2. 若 X ⊆ V 且 dim(〈X〉) <∞，则 X⊥⊥ = 〈X〉。
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证明

1. 显然对于任意 s ∈ S，s⊥S⊥，因此 S ⊆ S⊥⊥；若 v ∈ S⊥⊥ ⊆ V，根据投影定理 5.10，存在 s ∈ S和 t ∈ S⊥

使得 v = s+ t。那么 0 = 〈v, t〉 = 〈t, t〉，进而 t = 0。可见 v = s ∈ S，即 S⊥⊥ ⊆ S。综上，S⊥⊥ = S；

2. 根据上述结果，只要证明 X⊥ = 〈X〉⊥ 则结论得证。显然 〈X〉⊥ ⊆ X⊥；对于反向包含，由于 X⊥ 是 V 的

子空间（命题 5.3），考虑 v ∈ X⊥ 以及 〈X〉的一组有限基 B。由于 v⊥X，显然 v⊥B，进而 v 6 〈B〉 = 〈X〉，
可见 X⊥ ⊆ 〈X〉⊥。综上，X⊥ = 〈X〉⊥，结论得证。

5.4.3 Hilbert基的刻画

命题 5.6

♠

设 O = {u1, · · · , uk}为内积空间 V 的标准正交子集，子空间 S = 〈O〉，则下列表述等价：
1. O为 V 的标准正交基；

2. S⊥ = 〈O〉⊥ = {0}；
3. 每个向量等于其自身的 Fourier展开，即对于所有 v ∈ V，均有 v̂ = v；

4. Bessel恒等式对所有 v ∈ V 成立，即 ‖v̂‖ = ‖v‖；
5. Parseval恒等式对所有 v, w ∈ V 成立，即

〈v, w〉 = [v̂]O · [ŵ]O = 〈v, u1〉 〈w, u1〉+ · · ·+ 〈v, uk〉w, uk. (5.4.4)

证明

1. 若表述 1成立，则定理 5.9中结论 3的证明已表明，对于任意 v ∈ S⊥ ⊆ V，存在 ri ∈ F 使得 v =
∑k

i=1 riui，

因此 〈v, ui〉 = 0对所有指标 i = 1, · · · , k成立。故 v = 0，即 S⊥ = {0}，表述 2成立；
2. 若表述 2成立，根据定理 5.9，(v − v̂) ∈ S⊥ = {0}，因此 v̂ = v，表述 3成立；
3. 若表述 3成立，表述 4显然成立；
4. 若表述 4成立，那么对于实内积空间内的任意向量 v，

‖v‖2 = ‖v̂‖2 =

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

〈v, ui〉ui

∥∥∥∥∥
2

=

k∑
i=1

〈v, ui〉 〈ui, v〉 . (5.4.5)

因此利用极化恒等式（定理 5.2），

〈v, w〉 = 1

4

Ä
‖v + w‖2 − ‖v − w‖2

ä
=

1

4

k∑
i=1

(〈v + w, ui〉 〈ui, v + w〉 − 〈v − w, ui〉 〈ui, v − w〉)

=
1

2

k∑
i=1

(〈w, ui〉 〈uj , v〉+ 〈v, ui〉 〈uj , w〉)

=

k∑
i=1

〈w, ui〉 〈uj , v〉 = 〈v, u1〉 〈w, u1〉+ · · ·+ 〈v, uk〉 〈w, uk〉.

(5.4.6)

复内积空间的情形类似，故表述 1成立；
5. 若表述 5成立，假设存在 v ∈ V 使得 O ∪ {v}为标准正交集，那么 0 = 〈v, ui〉对所有指标 i = 1, · · · , k成
立，进而对于任意 w ∈ V，

〈v, w〉 = 〈v, u1〉 〈w, u1〉+ · · ·+ 〈v, uk〉 〈w, uk〉 = 0, (5.4.7)

即 v⊥V，这要求 v = 0，否则 〈v, v〉 6= 0推出矛盾。因此 O为极大标准正交集，即标准正交基。

5.5 Riesz表示定理
我们在本章初提及复向量空间上的内积关于第二个坐标具有共轭线性，在此我们给出其严格化的一般定义。
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定义 5.9 (共轭线性)

♣

对于定义在复向量空间 V 和W 上的函数 σ : V →W，若其满足

σ(v1 + v2) = σ(v1) + σ(v2) and σ(rv) = r̄σ(v), (5.5.1)

其中 r ∈ C且 v1, v2, v ∈ V，则称其共轭线性（conjugate linear）。共轭同构（conjugate isomorphism）是双
射共轭线性映射。

对于给定的 x ∈ V，内积函数 〈·, x〉 : V → F 定义为 〈·, x〉 v = 〈v, x〉，该函数是 V 上的线性泛函。因此，若

定义线性映射 τ : V → V ∗ 为 τx = 〈·, x〉，则其为共轭线性的。

定理 5.11 (Riesz表示定理)

♥

设 V 为有限维内积空间。

1. 若定义映射 τ : V → V ∗ 为 τx = 〈·, x〉，则其为共轭同构。特别地，对于每个 f ∈ V ∗，存在唯一的

向量 x ∈ V 使得 f = 〈·, x〉，即 fv = 〈v, x〉；
2. 若定义映射 R : V ∗ → V 为 Rf = Rf，则其为 τ 的逆，因而同样为共轭同构。我们称此映射为 Riesz
映射（Riesz map）。若 V = Rn，则 Rf = (f(e1), · · · , f(en))，其中 e1, · · · , en 为 Rn 的标准基。

证明

1. 前已证明 τx 共轭线性，根据引理 5.1，τx = τy 即 〈·, x〉 = 〈·, y〉 意味着 x = y，因此 τ 为单射。对于

任意 f ∈ V ∗，根据命题 4.1，K = ker(f) 的余维数为 1。根据投影定理 5.10，对于任意给定的非零向量
w ∈ V，V = 〈w〉 � K，这要求 w ∈ K⊥。取 x = αw，其中 α ∈ F，我们希望对于任意 v ∈ V 证明

f(v) = 〈v, αw〉。若 v ∈ K，则 0 = f(v) = ᾱ 〈v, w〉 = 〈v, αw〉；若 v ∈ K⊥，则存在 r ∈ F 使得 v = rw，仅

需证明 f(w) = 〈w,αw〉。不妨取 α = f(w)/ 〈w,w〉，则上式成立。综上，对于每个 f ∈ V ∗，总可以选择非

零向量 w ∈ V 和 α = f(w)/‖w‖2 ∈ F，使得 V = 〈w〉 �K。那么对于任意 v ∈ V，总存在 r ∈ F 和 u ∈ K，

使得 v = rw + u，进而 f(v) = rf(w) + f(u) = ᾱr 〈w,w〉 = 〈rw, αw〉 = 〈v, x〉，其中 x = αw唯一。

2. 对于上述 f ∈ V ∗ 和非零向量 w，可定义 Rf = Rf = x = αw，首先验证其共轭线性：

〈v,Rrf+sg〉 =
¨
v, rf(w) + sg(w)(w/‖w‖2)

∂
= 〈v, r̄Rf + s̄Rg〉 (5.5.2)

对任意 v ∈ V、r ∈ F 和 f, g ∈ V ∗ 成立，因此根据引理 5.1，Rrf+sg = r̄Rf + s̄Rg，故 R具有共轭线性。

另外，对于任意 v ∈ V，(R ◦ τ)v = R 〈·, v〉 = v；对于任意 f ∈ V ∗，存在 x ∈ V 使得 f = 〈·, x〉，因此
(τ ◦R)f = τx = 〈·, x〉 = f。可见 R是 τ 的逆映射，因而也是共轭同构，证毕。

注事实上，在量子力学的 Dirac符号体系下，所有左矢 〈·|构成的空间正是复内积空间的对偶空间；而每个左矢
作为线性泛函，根据此定理可用唯一的形式化的态矢量表示，它将任意右矢映射到某个确定的内积值。简而言

之，在常用的幺正空间 Cn 内，共轭同构 τ 和 R均为共轭转置操作。
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第 6章 本征值与本征向量

由于线性算子 τ ∈ L(V )的特征多项式背后的动机涉及较为复杂的模论（参见 [1]），我们将采用与基本线性
代数相似的思路：设 A = [τ ]B为 τ 在有序基 B下的坐标矩阵，将行列式 det(xI −A)视为 τ 的特征多项式 cτ (x)

或 cA(x)的定义。由此出发，我们简单介绍本征值与本征向量的概念，对于涉及模论的部分则专注于结论、不纠

结于证明细节。在本章中，所有向量空间均假定为有限维的。
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6.1 本征值与本征向量
根据特征多项式的定义 cA(x) = det(xI −A)，标量 λ ∈ F 是 cA(x)的根当且仅当 det(λI −A) = 0。特别

地，若 dim(V ) = n，则上式成立当且仅当 (λI − A)x = 0，或者等价地，τAx = λx，这里 x是 n维列向量。若

根据 [v]B = x定义向量 v ∈ V，则 λ[v]B = [τ ]B[v]B = [τv]B。这引出了如下定义。

定义 6.1 (本征值与本征向量)

♣

设 V 为域 F 上的向量空间，τ ∈ L(V )。

1. 若存在非零向量 v ∈ V，使得标量 λ ∈ F 满足 τv = λv，则称 λ为 τ 的本征值（eigenvalue）或特征
值（characteristic value）。在这种情况下，v 称为 τ 的与 λ相关的本征向量（eigenvector）或特征向
量（characteristic vector）；

2. 若存在非零列向量 x，使得标量 λ ∈ F 满足 Ax = λx，则称 λ为矩阵 A的本征值。在这种情况下，

x称为 A的与 λ相关的本征向量或特征向量；

3. 与给定的本征值 λ相关的所有本征向量集合（包括零向量）构成 V 的一个子空间，称为 λ的本征空

间（eigenspace），记为 Eλ。此概念适用于线性算子和矩阵；
4. 算子或矩阵的全体本征值构成的集合称为算子或矩阵的谱（spectrum），记作 Spec(τ)。

根据上述定义，可以得到以下结果。

命题 6.1

♠

设 λ1, · · · , λk 为线性算子 τ ∈ L(V )的不同本征值。

1. 与不同本征值相关联的本征向量线性无关，即如果非零的 vi ∈ Eλi
，则集合 {v1, · · · , vk}线性无关；

2. 子空间和 Eλ1
+ · · ·+ Eλk

是直和，即 Eλi
∩ Eλj

= {0}对所有 i 6= j 成立。

证明

1. 假设 {v1, · · · , vk}线性相关，考虑其所有非平凡线性组合 ri1vi1 + · · ·+rijvij = 0，其中 ri1 , · · · , rij ∈ F。对

于满足上述条件的全体自然数 ij 构成的集合，根据定理 1.7，其中必然存在一个最小自然数 ij。将线性算子

τ 作用在方程两端，可得 ri1λi1vi1 +rijλijvij = 0。两式消去 ri1 得 ri2(λi2 −λi1)+ · · ·+rij (λij −λi1)vij = 0。

但显然该方程是具有更少项的非平凡线性组合，矛盾。因此 {v1, · · · , vk}线性无关；
2. 当 i 6= j 时，设 v ∈ Eλi

∩ Eλj
，那么 λiv = τv = λjv，而 λi 6= λj，故 v = 0，即 Eλi

∩ Eλj
= {0}。



6.2 迹与行列式

定理 6.1 (谱映射定理)

♥

设 V 为代数闭包 F 上的一个向量空间，τ ∈ L(V )且 p(x) ∈ F [x]，那么

Spec(p(τ)) = p(Spec(τ)) = {p(λ)|λ ∈ Spec(τ)}. (6.1.1)

证明 对于任意 λ ∈ Spec(τ)和 n次多项式 p(x) =
∑n

k=0 akx
k ∈ F [x]，利用归纳法容易证明 τkv = λkv对所有整

数 k ≥ 1成立，因此 p(τ)v = p(λ)v，即 p(λ) ∈ Spec(p(τ))。这意味着 p(Spec(τ)) ⊆ Spec(p(τ))；对于反向包含，
设 λ ∈ Spec(p(τ))，则 (p(τ)− λ)v = 0。由于 F 是代数闭包，总可将 p(x)分解为

p(x)− λ = (x− r1)
e1 · · · (x− rk)

ek , (6.1.2)

其中 ri ∈ F，正整数 ei 的和为 deg(p(x)) = n。对于 p(τ) − λ分解得到的一系列算子，我们可从最右侧的算子

(x− rk)开始，逐个将其左侧相邻的算子并入。如此至多 (n−1)次操作后，必然存在某个向量 u = (τ − ri)fi(τ −
ri+1)

ei+1 · · · (τ − rk)
ekv (fi ≤ ei) 使得 u 6= 0 但 (τ − ri)u = 0 (fi < ei) 或 (τ − ri−1)u = 0 (fi = ei)，否则

(p(τ)− λ)v 6= 0，矛盾。将 ri或 ri−1统一用 r表示，那么 r是 τ 的本征值，进而 λ = p(r) ∈ p(Spec(τ))，得证。

6.2 迹与行列式

定义 6.2 (矩阵的迹)

♣
矩阵 A ∈ Mn(F )的迹（trace）为 A的主对角元上的元素，记作 tr(A)。

以下是迹的基本性质。

命题 6.2

♠

设 A,B ∈ Mn(F )。

1. 对于任意 r ∈ F，tr(rA) = r tr(A)；

2. tr(A+B) = tr(A) + tr(B)；

3. tr(AB) = tr(BA)；

4. tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA)；

5. 迹在相似变换下不变；
6. 若 F 是代数闭包，则 tr(A) 是 A 的本征值之和（包含重数）。若其特征多项式表示为 cA(x) =

xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1(x) + c0，则 tr(A) = −cn−1。

证明 这里仅证明最后两条性质，其余性质可由矩阵加法、矩阵乘法和标量乘法法则直接验证。对于矩阵 A ∈
Mn(F )和任意可逆矩阵 P ∈ Mn(F )，容易验证

tr
(
PAP−1

)
=
∑
i

(PAP−1)ii =
∑
i,j,k

Pi,jAj,k(P
−1)k,i

=
∑
j,k

Aj,k

∑
i

(P−1)k,iPi,j =
∑
j,k

δj,kAj,k = tr(A).
(6.2.1)

设 A = (ai,j) ∈ Mn(F )，那么根据行列式的展开规则，除去主对角线上元素的连乘，其余元素的乘积得到的多

项式至多为 (n − 2) 次。因此 cA(x) 中 xn−1 项的贡献完全源于表达式 (x − a1,1) · · · (x − an,n) 中 xn−1 项，即

cn−1 = −
∑n

i=1 ai,i = − tr(A)；另一方面，由于 F 是代数闭包，可将 cA(x)表示为 (x − λ1) · · · (x − λn)，其中

λi 为 τ 的本征值，因此 cn−1 = −
∑n

i=1 λi，结论得证。

由于迹在相似变换下不变，我们可引入如下定义。

定义 6.3 (算子的迹)

♣
线性算子 τ ∈ L(V )的迹为任意可表示 τ 的矩阵的迹。
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6.3 可对角化算子

6.3 可对角化算子

定义 6.4 (可对角化)

♣

如果对于线性算子 τ ∈ L(V )，存在 V 的有序基 B = (v1, · · · , vn)使得矩阵 [τ ]B 是对角的，或者等价地，

τvi = λvi 对所有 i = 1, · · · , n成立，则称 τ 是可对角化的（diagonalizable）。

根据上述定义，容易看出可对角化的性质存在以下等价刻画。

命题 6.3

♠

设 τ ∈ L(V )，则下列表述等价：

1. τ 是可对角化的；
2. V 具有一组完全由 τ 的本征向量构成的一组基；

3. V 具有直和分解 V = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk
，其中 λ1, · · · , λk 是 τ 的不同本征值。

我们已经在第3.6.2小节讨论过，向量空间 V 上单位算子的分解对应于 V 的直和分解。对于 V 上任意可对

角化的线性算子 τ，我们有类似结论。

定理 6.2 (谱分解)

♥

线性算子 τ ∈ L(V )可对角化当且仅当其具有谱分解（spectral resolution）：

τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk, (6.3.1)

其中 ρ1 + · · ·+ ρk = ι是单位算子的分解，λi ∈ F 互不相同。在此情形下，{λ1, · · · , λk}是 τ 的谱，并且

im(ρi) = Eλi
and ker(ρi) = ⊕j ̸=iEλj

. (6.3.2)

证明 对于必要性，定理 3.11表明 V = im(ρ1)⊕ · · · ⊕ im(ρk)，其中 ρi是沿⊕j ̸=iim(ρj)到 im(ρi)上的投影。任意

取定非零向量 v ∈ V，可得到 τ(ρiv) = λiρi(ρiv) = λi(ρiv)。可见 ρiv ∈ Eλi，即 im(ρi) ⊆ Eλi，因此根据命题 6.1，

V = im(ρ1)⊕ · · · ⊕ im(ρk) ⊆ Eλ1
⊕ · · · ⊕ Eλk

⊆ V. (6.3.3)

故 V = Eλ1
⊕ · · · ⊕ Eλk

，根据命题 6.3，τ 可对角化。
反之对于充分性，若 V = Eλ1

⊕ · · · ⊕ Eλk
且 λi 互不相同，那么将 ρi 取为沿 ⊕j ̸=iEλj

到 Eλi
上的投影算子。

根据定理 3.11，ρ1 + · · ·+ ρk = ι是单位算子的分解。对于任意 v ∈ V，由于 ρiv ∈ im(ρi) = Eλi，容易证明

τv = τ(ρ1 + · · ·+ ρk)v = λ1(ρ1v) + · · ·+ λk(ρkv) = (λ1ρ1 + · · ·+ λkρk)v, (6.3.4)

因此 τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk，其中 λi 互不相同。
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第 7章 正规算子的结构理论

在本章中，若不作特别说明，所有向量空间均假定为有限维的，此外域 F 为 R或 C。
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7.1 线性算子的伴随

定理 7.1 (算子伴随)

♥

设 V 和W 为 F 上的有限维内积空间，τ ∈ L(V,W )，那么对于所有 v ∈ V 和 w ∈ W，存在唯一的函数

τ∗ :W → V 满足

〈τv, w〉 = 〈v, τ∗w〉 . (7.1.1)

该函数在 L(W,V )内，称为 τ 的伴随（adjoint）。

证明 我们首先寻找满足条件的线性映射 τ∗ :W → V。若 τ∗w存在，则其形式上接近将任意 v ∈ V 映射到 〈τv, w〉
的线性泛函。根据 Riesz表示定理 5.11，任何线性泛函均可用 Riesz向量表示。具体地，对于每个w ∈W，定义线

性泛函 fw ∈ V ∗为 fwv = 〈τv, w〉。那么根据 Riesz表示定理 5.11，存在 Riesz向量Rfw ∈ V 使得 fwv = 〈v,Rfw〉。
记 Riesz映射为 R，那么定义线性变换 τ∗ :W → V 为

τ∗w = Rfw = R(fw) =⇒ 〈v, τ∗w〉 = 〈v,Rfw〉 = fwv = 〈τv, w〉 , (7.1.2)

其线性性源于 Riesz 映射的线性性。最后验证其唯一性：假设存在满足条件的另一线性变换 σ : W → V，则

〈v, (τ∗ − σ)w〉 = 0对所有 v, w ∈ V 成立，即 (τ∗ − σ)w = 0对所有 w ∈ V 成立，因此 σ = τ∗。

注在量子力学的 Dirac符号体系下，算子伴随对应算子的共轭转置，即 (|ψ〉 , A |ϕ〉) = 〈ψ|A|ϕ〉 = (A† |ψ〉 , |ϕ〉)。
以下是算子伴随的基本性质。

命题 7.1

♠

设 V 和W 为有限维内积空间。对于每个 σ, τ ∈ L(V,W )和 r ∈ F，

1. (σ + τ)∗ = σ∗ + τ∗；

2. (rτ)∗ = r̄τ∗；

3. τ∗∗ = τ 且 〈τ∗v, w〉 = 〈v, τw〉；
4. 若 V =W，则 (στ)∗ = τ∗σ∗；

5. 若 τ 可逆，则 (τ−1)∗ = (τ∗)−1；

6. 若 V =W 且 p(x) = F [x]，则 p(τ)∗ = p(τ∗)。

此外，若 τ ∈ L(V )且 S 为 V 的子空间，则

1. S 是 τ -不变的当且仅当 S⊥ 是 τ∗ 不变的；

2. (S, S⊥)约化 τ 当且仅当 S⊥ 同时是 τ -不变和 τ∗-不变的，此时 (τ |S)∗ = (τ∗)|S。



7.2 正交投影

证明 我们仅证明最后两条性质。若 S 是 τ -不变的，那么对于任意 v ∈ S 和 w ∈ S⊥，τv ∈ S，因此

0 = 〈v, τw〉 = 〈τ∗w, v〉 for all v ∈ S =⇒ τw∗ ∈ S⊥ for all w∗ ∈ S⊥ =⇒ τ∗S⊥ ⊆ S⊥. (7.1.3)

反之若 S⊥ 是 τ∗ 不变的，类似可证明该结论。

若 (S, S⊥)约化 τ，那么对于任意 v ∈ S 和 w ∈ S⊥，τv ∈ S 且 τw ∈ S⊥，进而

0 = 〈τv, w〉 = 〈v, τ∗w〉 for all v ∈ S =⇒ τ∗w ∈ S⊥ for all w ∈ S⊥ =⇒ τ∗S⊥ ⊆ S⊥. (7.1.4)

反之若 S⊥是 τ -不变且 τ∗-不变的，那么 0 = 〈τ∗w, v〉 = 〈w, τv〉，即 τv ∈ S⊥⊥ = S（命题 5.5）对所有 v ∈ S 成

立，因此 S 是 τ -不变的。对于后一论述，考虑 s, t ∈ S，有

〈s, (τ∗)|St〉 = 〈s, τ∗t〉 = 〈τs, t〉 = 〈(τ |S)s, t〉 = 〈s, (τ |S)∗t〉 . (7.1.5)

利用引理 5.1，(τ∗)|St = (τ |S)∗t对所有 t ∈ S 成立，故 (τ∗)|S = (τ |S)∗。
现在我们将线性变换的核与像与其伴随关联起来。

命题 7.2

♠

设 τ ∈ L(V,W )，其中 V 和W 为有限维内积空间。

1. ker(τ∗) = im(τ)⊥ 且 im(τ∗) = ker(τ)⊥，进而 τ 单射（满射）⇔ τ∗ 满射（单射）；

2. ker(τ∗τ) = ker(τ)且 ker(ττ∗) = ker(τ∗)；

3. im(τ∗τ) = im(τ∗)且 im(ττ∗) = im(τ)；

4. (ρS,T )
∗ = ρT⊥,S⊥。

证明

1. 根据定义，
ker(τ∗) = {u ∈ V |τ∗u = 0} = {u ∈ V | 〈τV, u〉 = 〈V, τ∗u〉 = {0}}

=
{
u ∈ V |u ∈ im(τ)⊥

}
= im(τ)⊥.

(7.1.6)

根据命题 5.5，ker(τ∗)⊥ ⊆ im(τ)⊥⊥ = im(τ)，并且 im(τ) ⊆ ker(τ∗)⊥，故 im(τ∗) = ker(τ)⊥；

2. 显然 ker(τ) ⊆ ker(τ∗τ)；对于任意 v ∈ ker(τ∗τ)，0 = 〈v, (τ∗τ)v〉 = 〈τv, τv〉，因此 τv = 0，即 v ∈ ker(τ)。

可见反向包含成立，ker(ττ∗) = ker(τ)。根据命题 7.1，ker(τ∗) = ker((τ∗)∗τ∗) = ker(ττ∗)；

3. 结合前两条结论与 (τ∗τ)∗ = τ∗τ 的事实，

im(τ∗τ) = ker(τ∗τ)⊥ = ker(τ)⊥ = im(τ∗), im(ττ∗) = im((τ∗)∗) = im(τ). (7.1.7)

4. 根据性质 1和命题 3.6，ker((ρS,T )
∗) = im(ρS,T )

⊥ = S⊥且 im((ρS,T )
∗) = ker(ρS,T )

⊥ = T⊥。另外，对于任

意 v ∈ V 和 w ∈W，根据投影算子的幂等性（定理 3.10），〈
v, ((ρS,T )

∗)2w
〉
=
〈
ρ2S,T v, w

〉
= 〈ρS,T v, w〉 = 〈v, (ρS,T )∗w〉 . (7.1.8)

利用引理 5.1，(ρ∗S,T )
2 = (ρS,T )

∗，因此其为投影算子，即 (ρS,T )
∗ = ρT⊥,S⊥。

最后，在实（复）内积空间中，线性算子伴随对应的矩阵也有一种常用的表示。

命题 7.3

♠

设 τ ∈ L(V,W )，其中 V 和W 为有限维内积空间。若 B和 C 分别为 V 和W 的有序标准正交基，则

[τ∗]C,B = ([τ ]B,C)
∗. (7.1.9)

简而言之，伴随 τ∗ 的矩阵是 τ 的矩阵的伴随（共轭转置）。

证明 容易验证在 Euclidean空间或幺正空间上的共轭转置满足伴随的定义要求，那么利用伴随的唯一性，可确
定矩阵伴随恰好为共轭转置。不妨设 B = (b1, · · · , bn), C = (c1, · · · , cm)，那么

([τ∗]C,B)i,j = ([τ∗(cj)]B)i = 〈τ∗(cj), bi〉 = 〈τ(bi), cj〉 = ([τ(bi)]C)j = ([τ ]B,C)j,i, (7.1.10)

因此 [τ∗]C,B = ([τ ]B,C)
∗，结论得证。
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7.2 正交投影

7.2.1 基本概念及其性质

在内积空间中，我们可以选择一些特殊的投影算子。

定义 7.1 (正交投影)

♣
形如 ρS,S⊥ 的投影称为正交投影（orthogonal projection）。等价地，若 ker(ρ)⊥im(ρ)，则称投影 ρ正交。

注小心区分彼此正交的投影与正交投影这两个不同的概念。

我们已经知道算子 ρ是投影当且仅当其幂等（定理 3.10），而正交投影也具有类似的特征。

定理 7.2

♥

设 V 为有限维内积空间，以下关于 L(V )内的算子 ρ的表述等价：

1. ρ是正交投影；
2. ρ幂等且自伴，即 ρ = ρ∗；

3. ρ幂等且不增加长度，即 ‖ρv‖ ≤ ‖v‖对所有 v ∈ V 成立。

证明

1. 若表述 1 成立，则 ρ 幂等，并且存在子空间 S 使得 ρ = ρS,S⊥。利用命题 5.5和7.2，ρ∗ = ρ(S⊥)⊥,S⊥ =

ρS,S⊥ = ρ，从而 ρ自伴，表述 2成立；
2. 若表述 2成立，那么对于任意 v ∈ V，〈v − ρv, ρv〉 = 〈ρ∗(v − ρv), v〉 = 〈0, v〉 = 0，进而

‖v‖2 = ‖(v − ρv) + ρv‖2 = ‖v − ρv‖2 + ‖ρv‖2 ≥ ‖ρv‖2 =⇒ ‖ρv‖ ≤ ‖v‖, (7.2.1)

等号成立当且仅当 v = ρv，即 v ∈ im(ρ)，表述 3成立；
3. 若表述 3成立，则 ρ为投影算子，并且投影定理 5.10表明，对于任意 w ∈ im(ρ) ⊆ V，存在 x ∈ ker(ρ)和

y ∈ ker(ρ)⊥ 使得 w = x+ y，因此

x+ y = w = ρw = ρ(x+ y) = ρy =⇒ ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖w‖2 = ‖ρy‖2 ≤ ‖y‖2, (7.2.2)

这要求 ‖x‖ = 0，即 x = 0，因此 im(ρ) ⊆ ker(ρ)⊥；根据推论 4.1，im(ρ) ∼= ker(ρ)⊥。若 ker(ρ)⊥\im(ρ) 6= ∅，
则 dim(im(ρ)) < dim(ker(ρ)⊥) <∞。根据推论 3.2，这与两者同构的要求矛盾。因此 im(ρ) = ker(ρ)⊥，根

据命题 3.6，ρ为正交投影，表述 1成立。

7.2.2 单位算子的正交分解

我们在第3.6.2小节讨论了 V 上单位算子的分解，其与 V 的直和分解形成一一对应。当投影算子还是正交投

影时，对应直和为正交直和。

定义 7.2 (单位算子的正交分解)

♣

单位算子的正交分解（orthogonal resolution of the identity）首先是单位算子的分解 ρ1 + · · ·+ ρk = ι，其次

要求每个投影算子 ρi 是正交投影。

以下定理指出了 V 的正交直和分解与单位算子的正交分解之间的对应关系。

定理 7.3

♥

设 V 为内积空间，V 上单位算子的正交分解与 V 的正交直和分解按如下方式对应：

1. 若 ρ1 + · · ·+ ρk = ι是单位算子的正交分解，则 V = im(ρ1)� · · · � im(ρk)；

2. 若 V = S1 � · · · � Sk 且 ρi为到 Si上两两正交的投影，则 ρ1 + · · ·+ ρk = ι是单位算子的正交分解。
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证明

1. 根据定理 3.11，仅需证明当 i 6= j 时 im(ρi)⊥im(ρj)。对于任意 vi ∈ im(ρi), vj ∈ im(ρj)，根据定理 7.2，

〈vi, vj〉 = 〈ρivi, ρjvj〉 = 〈ρjρivi, vj〉 = 〈0, vj〉 = 0, (7.2.3)

因此 〈im(ρi), im(ρj)〉 = {0}，结论得证；
2. 根据定理 3.11，仅需证明 ρi 为正交投影，即 S⊥

i = �j ̸=iSj 对所有 i成立。由于 Sj⊥Si 对所有 j 6= i成立，

显然有 �j ̸=iSj ⊆ S⊥
i 。根据推论 4.1，S⊥

i
∼= �j ̸=iSj，因此两者相同。

7.3 正规算子

7.3.1 一般性质

定义 7.3 (正规算子)

♣

1. 若内积空间 V 上的线性算子 τ 与其伴随可交换，即 ττ∗ = τ∗τ，则称其正规（normal）；
2. 对于矩阵 A ∈ Mn(F )，若 A与其伴随 A∗ 可交换，则称其正规。

注若 τ 正规且 O是 V 的一组有序标准正交基，则

[τ ]O[τ ]
∗
O = [τ ]O[τ

∗]O = [ττ∗]O and [τ ]∗O[τ ]O = [τ∗]O[τ ]O = [τ∗τ ]O. (7.3.1)

因此 τ 是正规算子当且仅当 [τ ]O 在 V 的某组标准正交基下正规。注意对于非正交归一的基，该结论未必成立。

命题 7.4

♠

设 τ ∈ L(V )为正规算子。

1. (1) 若 τ 约化 (S, S⊥)，则 τ |S 是正规算子；
(2) τ∗ 是正规算子；
(3) 若 τ 可逆，则 τ−1 是正规算子；

(4) 对任意多项式 p(x) ∈ F [x]，p(τ)是正规算子；

2. 对任意 v, w ∈ V，〈τv, τw〉 = 〈τ∗v, τ∗w〉。特别地，‖τv‖ = ‖τ∗v‖，因此 ker(τ∗) = ker(τ)；

3. 对任意整数 k ≥ 1，ker(τk) = ker(τ)；

4. τv = λv ⇔ τ∗v = λ̄v；

5. 若 λ和 µ为 τ 的不同本征值，则 Eλ⊥Eµ，其中 Eλ 为对应本征值 λ的本征子空间。

证明

1. 根据命题 7.1，对于任意 s ∈ S，

(τ |S)∗(τ |S)s = (τ∗)|Sτs = τ∗τs = ττ∗s = (τ |S)(τ |S)∗s, (7.3.2)

因此 τ |S 也是正规算子；根据定义，τ∗ 显然是正规算子；根据命题 7.1，(τ−1)∗(τ−1) = (τ∗)−1(τ−1) =

(ττ∗)−1 = (τ∗τ)−1 = (τ−1)(τ−1)∗，可见 τ−1是正规算子；根据命题 7.1，通过归纳法容易证明 (τm)∗τn =

(τ∗)mτn = τn(τm)∗，因此 p(τ)也是正规算子；

2. 对于任意 v, w ∈ V，〈τv, τw〉 = 〈τ∗τv, w〉 = 〈ττ∗v, w〉 = 〈τ∗v, τ∗w〉；
3. 采用归纳法，该结论在 k = 1时显然成立。假设结论对于 k − 1成立，显然有 ker(τ) ⊆ ker(τk)；对于任意

v ∈ ker(τk)，0 = τkv = τk−1(τv)，因此 τv ∈ ker(τk−1) = ker(τ) = ker(τ∗)（性质 2），即 τ∗τv = 0，从而

0 = 〈τ∗τv, v〉，即 v ∈ ker(τ)。因此 ker(τk) ⊆ ker(τ)，反向包含成立。那么该结论对所有整数 k ≥ 1成立；

4. 根据性质 2，v ∈ ker(τ − λι) = ker((τ − λι)∗) = ker(τ∗ − λ̄ι)，结论得证；

5. 设 v ∈ Eλ, w ∈ Eµ，其中至少一个本征值非零。不妨设 λ 6= 0，那么结合性质 5，λ 〈v, w〉 = 〈τv, w〉 =

〈v, τ∗w〉 = 〈v, µ∗w〉 = µ 〈v, w〉。由于 λ 6= µ，要求 〈v, w〉 = 0，而 v, w的任意性进一步要求 Eλ⊥Eµ。
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7.3.2 特殊正规算子

定义 7.4

♣

设 V 为内积空间。

1. 若 τ ∈ L(V )满足 τ∗ = τ，则称其为自伴的（self-adjoint）。另外，在复数和实数情形，τ 也分别称
为厄米的（Hermitian）和对称的（symmetric）；

2. 若 τ ∈ L(V )可逆且满足 τ∗ = τ−1，则在复数和实数情形中分别称其为幺正的（unitary）和正交的
（orthogonal）。

当然也存在上述定义的矩阵版本，可通过简单将 τ 替换为矩阵 A得到。此外，算子 τ 自伴当且仅当 τ 在任

意一组有序标准正交基 O下的坐标矩阵自伴。

7.3.2.1 自伴算子

与线性算子 τ 相关的二次型（quadratic form）为函数

Qτ : V → F defined by Qτ (v) = 〈τv, v〉 . (7.3.3)

根据命题 5.1，在复内积空间中，τ = 0当且仅当Qτ (v) = 0，但这对实内积空间一般不成立。不过对于实内积空

间上的自伴算子，该结论依然成立。

命题 7.5

♠

设 V 为有限维内积空间，σ, τ ∈ L(V )。

1. 若 τ 和 σ自伴，则

(1) (σ + τ)自伴；

(2) 若 τ 可逆，则 τ−1 自伴；

(3) 对任意实多项式 p(x) ∈ R[x]，p(τ)自伴；
2. 复算子 τ 是 Hermitian算子当且仅当 Qτ (v)对所有 v ∈ V 均为实数；

3. 若 τ 是复算子或实对称算子，则 τ = 0 ⇔ Qτ (v) = 0。

证明

1. 读者可结合命题 7.1自行证明该结论；
2. Qτ (v)对所有 v ∈ V 为实数当且仅当

〈τv, v〉 = Qτ (v) = Qτ (v) = 〈v, τv〉 = 〈τ∗v, v〉 ⇐⇒ 〈(τ − τ∗)v, v〉 = 0. (7.3.4)

若 τ = τ∗，则上式显然成立；反之若 Qτ (v)为实数，那么根据命题 5.1，在复内积空间中要求 τ∗ = τ；

3. 复算子情形的证明与前文基本一致。在实数情形中，充分性是显然的；对于必要性，设 v = x+ y，那么

0 = Qτv = 〈τ(x+ y), x+ y〉 = Qτ (x) +Qτ (y) + 〈τx, y〉+ 〈τy, x〉 = 〈τx, y〉+ 〈τ∗x, y〉 = 2 〈τx, y〉 , (7.3.5)

因此 〈τx, y〉 = 0对任意 x, y ∈ V 成立。根据命题 5.1，τ = 0。

7.3.2.2 幺正算子与等距映射

幺正算子具有一个良好性质：它是将一组标准正交集映射到另一组标准正交基上的正规算子。

命题 7.6
设 V 为有限维内积空间，σ, τ ∈ L(V )。

1. 若 τ 和 σ是幺正（正交）算子，则

(1) 对于满足 |r| = 1的 r ∈ C，rτ 幺正；
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♠

(2) στ 是幺正算子；
(3) 若 τ 可逆，则 τ−1 是幺正算子；

2. τ 幺正（正交）当且仅当其为等距同构；
3. τ 幺正当（正交）且仅当其将任意标准正交基映射到另一组标准正交基上；
4. 若 τ 幺正（正交），则 τ 的本征值具有绝对值 1。

证明

1. 读者可结合命题 7.1自行证明该结论；
2. 若 τ 幺正（正交），则对于任意 u, v ∈ V，〈τu, τv〉 = 〈τ∗τu, v〉 = 〈u, v〉，因此 τ 为等距同构；反之

〈τ∗τu, v〉 = 〈u, v〉对任意 u, v ∈ V 成立，根据引理 5.1，τ∗τu = u对任意 u ∈ V 成立，即 τ∗τ = ι。由于 τ

为双射，其存在逆映射，故 τ∗ = τ−1，结论得证；

3. 利用 τ 是等距同构的性质容易证明；

4. 设 τv = λv且 v 6= 0，则 |λ|2 〈v, v〉 = 〈λv, λv〉 = 〈τv, τv〉 = 〈τ∗τv, v〉 = 〈v, v〉，故 |λ| = 1。

类似地，关于幺正（正交）矩阵也有如下结果。

命题 7.7

♠

设 A为 F = C或 R上的 n× n矩阵。

1. 下列表述等价：
(1) A幺正（正交）；
(2) A的列组成 Fn 中一组标准正交基；

(3) A的行组成 Fn 中一组标准正交基；

2. 若 A幺正，则 |det(A)| = 1。若 A正交，则 det(A) = ±1。

证明

1. 矩阵 A幺正当且仅当 AA∗ = I，这等价于 A的行标准正交；类似地，A∗A = I 等价于 A的列标准正交；

2. 利用 1 = det(A) det(A∗) = det(A)det(A)可得到结果。

幺正（正交）矩阵在基变换中起到了重要的作用。若 B = (u1, · · · , un)为有序标准正交基，且v = a1u1 + · · ·+ anun,

w = b1u1 + · · ·+ bnun
=⇒ 〈v, w〉 = a1b1 + · · ·+ anbn = [v]B · [w]B, (7.3.6)

其中右侧为 Fn 的标准内积，因此 v⊥w当且仅当 [v]B⊥[w]B，从而可给出类似推论 3.4的结果。

定理 7.4

♥

若给定以下任意两者：

1. 幺正（正交）的 n× n矩阵 A；

2. Fn 的有序标准正交基 B；
3. Fm 的有序标准正交基 C；

则第三者可由方程 A =MB,C 唯一确定。

最后回顾一下算子（矩阵）相似的内容。当有序基正交归一时，会有一些更良好的性质。

定义 7.5 (幺正等价与正交等价)
1. 若对于两个复矩阵 A和 B，若存在幺正矩阵 U 使得 B = UAU−1 = UAU∗，则称 A和 B幺正相似

（unitarily similar），也称为幺正等价（unitarily equivalent）。与幺正相似相关的等价类称为幺正相似
类（unitary similarity class）；

2. 若对于两个实矩阵 A和 B，若存在正交矩阵 O使得 B = OAO−1 = OAOT，则称 A和 B正交相似
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♣

（orthogonally similar），也称为正交等价（orthogonally equivalent）。与正交相似相关的等价类称为正
交相似类（orthogonal similarity class）。

类似推论 3.6的结果如下，其证明留给读者（可结合定理 7.4）。

定理 7.5

♥

设 V 为 n维内积空间，那么两个 n× n矩阵 A和 B幺正（正交）相似当且仅当其关于（可能不同的）有

序标准正交基表示同一个线性算子 τ ∈ L(V )。在这种情况下，A和 B 恰好表示 L(V )中（关于有序标准

正交基）相同的线性算子集。

7.3.3 正规算子的结构

鉴于我们未讨论有理规范形和 Jordan标准型的动机与形式，在此我们直接将结论列举如下。

7.3.3.1 算子版本

定理 7.6 (正规算子的结构定理)

♥

1. 复数情形：设 V 为有限维复内积空间。

(1) 对于 τ ∈ L(V )，以下表述等价：

I. τ 是正规的；
II. τ 是幺正可对角化的；

III. τ 有正交谱分解：
τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk. (7.3.7)

(2) 在正规算子中，Hermitian算子恰好为那些所有复本征值均为实数的算子；
(3) 在正规算子中，幺正算子恰好为那些所有复本征值范数均为 1的算子；

2. 实数情形：设 V 为有限维实内积空间。

(1) τ ∈ L(V )正规当且仅当

V = Eλ1
� · · · � Eλk

�W1 � · · · �Wm, (7.3.8)

其中 {λ1, · · · , λk} 为 τ 的谱，每个 Wj 是二维不可分解 τ -不变子空间，其内包含一组有序基
Bj，满足

[τ ]Bj
=

[
aj −bj
bj aj

]
(7.3.9)

(2) 在实正规算子中，对称算子为那些上述分解中不出现子空间Wi的算子。因此，对于 τ ∈ L(V )，

以下表述等价：

I. τ 是对称的；
II. τ 是正交可对角化的；

III. τ 有正交谱分解：
τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk. (7.3.10)

(3) 在是正规算子中，正交算子恰好为那些特征值为 ±1且分解出的 [τ ]Bi
的行和列范数均为 1，即

存在 θ ∈ R使得

[τ ]Bi
=

[
sin θ − cos θ

cos θ sin θ

]
(7.3.11)
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7.3.3.2 矩阵版本

定理 7.7 (正规矩阵的结构定理)

♥

1. 复数情形：
(1) 复矩阵 A正规当且仅当其幺正可对角化，即当且仅当存在幺正矩阵 U 使得

UAU∗ = diag(λ1, · · · , λk). (7.3.12)

(2) 复矩阵 A Hermitian当且仅当表述 (1)成立，其中各本征值 λi 为实数；

(3) 复矩阵 A幺正当且仅当表述 (1)成立，其中所有本征值 λi 的范数为 1；
2. 实数情形：

(1) 实矩阵 A正规当且仅当存在正交矩阵 O使得

OAOT = diag

(
λ1, · · · , λk,

[
a1 −b1
b1 a1

]
, · · ·

[
am −bm
bm am

])
(7.3.13)

(2) 实矩阵 A对称当且仅当其正交可对角化，即当且仅当存在正交矩阵 O使得

OAOT = diag(λ1, · · · , λk). (7.3.14)

(3) 实矩阵 A正交当且仅当存在正交矩阵 O和 θ1, · · · , θm ∈ R使得

OAOT = diag

(
λ1, · · · , λk,

[
sin θ1 − cos θ1

cos θ1 sin θ1

]
, · · · ,

[
sin θm − cos θm

cos θm sin θm

])
(7.3.15)

7.4 泛函演算

7.4.1 概念与动机

设 τ 为有限维内积空间 V 上的正规算子，τ 具有谱分解（定理 6.2）

τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk. (7.4.1)

由于每个 ρi 都是幂等的，ρ
m
i = ρi 对任意整数m ≥ 1成立。利用归纳法，可证明投影算子的两两正交性意味着

τn = λn1ρ1 + · · ·+ λnkρk 对所有正整数 n成立。因此对于 F 上任意多项式 p(x)，均有

p(τ) = p(λ1)ρ1 + · · ·+ p(λk)ρk. (7.4.2)

对于任意 (k − 1)次多项式 p(x)，若其在 p(λ1), · · · , p(λk)这 k个点的取值确定，则该多项式唯一确定。

例 7.1
1. 对于给定的指标 1 ≤ j ≤ k，设多项式 pj(x)在 λi 处取值为 δi,j，那么

pj(τ) =

k∑
i=1

p(λi)ρi =

k∑
i=1

δi,jρi = ρj . (7.4.3)

因此每个投影算子 ρi 都可以唯一表示为关于 τ 的多项式；

2. 若 τ 可逆，设多项式 p(x)在 λi 处取值为 λ−1
i ，那么

p(τ) = λ−1
1 ρ1 + · · ·+ λ−1

k ρk =⇒ τp(τ) = ρ1 + · · ·+ ρk = ι = p(τ)τ. (7.4.4)

因此逆映射 τ−1 = p(τ)也可以唯一表示为关于 τ 的多项式；

3. 设多项式 p(x)在 λi 处取值为 λi，那么

p(τ) = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk = τ∗. (7.4.5)

因此 τ 的伴随 τ∗ 同样可以唯一表示为关于 τ 的多项式。
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7.5 正算子与极分解

我们可以将该想法进一步推广。对于任意函数 f : {λ1, · · · , λk} → F，可如下定义线性算子：

f(τ) = f(λ1)ρ1 + · · ·+ f(λk)ρk, (7.4.6)

其中 f(τ)只是一种形式记号，并不意味着 f 的定义域为 L(V )。由此可定义例如
√
τ , τ−1, eτ 等函数。不过需要注

意的是，在此定义中我们仅关心 f在有限个点 λ1, · · · , λk上的取值而不关心其具体形式。因此，采用多项式之外的
函数讨论 f(τ)的表示并不带来任何额外便利：由于 τ 的谱分解是有限和，借助插值的思想，通过 {(λi, f(λi))}ki=1

可唯一确定一个 (k − 1)次多项式 p(x)，从而 f(τ) = p(τ)；换言之，对于任意形式上非多项式的函数 f，其在 τ

上的作用与多项式函数 p在 τ 上的作用结果无异。研究算子 τ 的函数称为 τ 的泛函演算（functional calculus）。

7.4.2 交换性

泛函演算可应用于算子交换性的研究，以下是两个简单例子。

定理 7.8

♥

设 V 为有限维复内积空间。对于 τ, σ ∈ L(V )，设其谱分解分别为

τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk, (7.4.7)

σ = µ1ν1 + · · ·+ µmνm, (7.4.8)

并以 τ ↔ σ的记号表示 τ 与 σ可交换。

1. 对于任意 µ ∈ L(V )，µ↔ τ ⇔ µ↔ ρi 对所有 i成立；

2. τ ↔ σ ⇔ ρi ↔ νj 对所有 i, j 成立；

3. 若 f : {λ1, · · · , λk} → F 和 g : {µ1, · · · , µm} → F 为单射，则 f(τ) ↔ g(σ) ⇔ τ ↔ σ。

证明

1. 必要性是显然的；对于充分性，根据例7.1，存在多项式 pi(x)使得 ρi = pi(τ)，因此 µ↔ ρi；

2. 必要性是显然的；对于充分性，根据例7.1，存在多项式 pi(x)和 qj(x)使得 ρi = pi(τ)且 νj = qj(σ)，因此

τ ↔ σ；

3. 对于必要性，结论 2要求 τ ↔ σ 时 ρi ↔ νj 对所有 i, j 成立，因此 f(τ) ↔ g(σ)；对于充分性，记 Λ =

{λ1, · · · , λk}。由于 f : Λ → F 是单射，故 f : Λ → im(f)是双射，即存在逆映射 f−1 : im(f) → Λ使得

f−1(fτ) = τ。当然 f−1 ∈ FΛ，从而也是泛函演算，即 τ = f−1(fτ)是关于 f(τ)的多项式。类似地，σ是

关于 g(σ)的多项式，从而 τ ↔ σ。

定理 7.9

♥

设 τ 和 σ为有限维复内积空间 V 上的正规算子，则 τ 和 σ可交换当且仅当其具有如下形式：

τ = p(r(τ, σ)), σ = q(r(τ, σ)), (7.4.9)

其中 p(x), q(x)和 r(x, y)均为多项式。

证明 必要性是显然的；对于充分性，不妨设 τ 和 σ的谱分解分别为 λ1ρ1 + · · ·+λkρk和 µ1ν1 + · · ·+µmνm。根

据7.8，τ ↔ σ意味着 ρi ↔ νj 对所有 i, j 成立，因此

τ rσs = (λr1ρ1 + · · ·+ λrkρk)(µ
s
1ν1 + · · ·+ µs

mνm) =
∑
i,j

λriµ
s
jρiνj =⇒ r(τ, σ) =

∑
i,j

r(λi, µj)ρiνj (7.4.10)

对任意双变量多项式 r(x, y)成立。选择合适的多项式 r(x, y)，使得 αi,j = r(λi, µj)关于不同的有序对 (i, j)不

同。那么存在唯一的 (km− 1)次多项式 p(x)和 q(y)，使得 p(αi,j) = λi 且 q(αi,j) = µj。由于 ρi ↔ νj，可知

p(r(τ, σ)) =
∑
i,j

p(αi,j)(ρiνj) =
∑
i

λiρi
∑
j

νj =
∑
i

λi(ρiι) = τ, (7.4.11)

类似地 q(r(τ, σ)) = σ，结论得证。
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7.5 正算子与极分解

7.5.1 正算子与正定算子

定义 7.6 (正算子与正定算子)

♣

对于自伴算子 τ ∈ L(V )。

1. 若二次型 Qτ (v) = 〈τv, v〉 ≥ 0对所有 v ∈ V 成立，则称 τ 是正的（positive）；
2. 若二次型 Qτ (v) = 〈τv, v〉 > 0对所有非零的 v ∈ V 成立，则称 τ 是正定的（positive definite）。

根据定义，我们立刻得到正算子与正定算子的等价描述。

命题 7.8

♠

在有限维内积空间上的自伴算子 τ 是

1. 正的当且仅当其所有本征值非负；
2. 正定的当且仅当其所有本征值为正。

证明

1. 对于充分性，取非零向量 v为 τ 的本征值为 λ的本征向量，则有 λ 〈v, v〉 = 〈τv, v〉 ≥ 0，即 λ ≥ 0；对于必

要性，根据定理 6.2和7.6，设 τ 的谱分解为 τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk，那么

Qτ (v) = 〈(λ1ρ1 + · · ·+ λkρk)v, (ρ1 + · · ·+ ρk)v〉 =
∑
i,j

λi 〈ρiv, ρjv〉

=
∑
i,j

λi 〈ρjρiv, v〉 =
∑
i

λi
〈
ρ2i v, v

〉
=
∑
i

λi 〈ρiv, ρiv〉 ≥ 0,
(7.5.1)

因此 τ 为正算子，结论得证；

2. 对于充分性，仿上可知 λ 〈v, v〉 > 0对 τ 的所有非零本征向量 v成立，因此 λ > 0；对于必要性，仿上可知

Qτ (v) =
∑

i λi 〈ρiv, ρiv〉中至少存在一个 〈ρiv, ρiv〉 > 0，对应的 λi > 0，因此 Qτ (v) > 0。

若 τ 为具有谱分解 τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk 的正算子，那么我们可取 τ 的正平方根（positive square root）：
√
τ =

√
λ1ρ1 + · · ·+

√
λkρk, (7.5.2)

其中
√
λi 是 λi 的非负平方根，容易验证 (

√
τ)2 = τ；并且不难看出

√
τ 是唯一平方为 τ 的正算子：若存在正算

子 σ使得 τ = σ2，那么对于 τ 的本征值 λi及其对应的本征向量 vi，τ(σvi) = σ3vi = σ(τvi) = λi(σvi)，可见 Eλi

也是 σ-不变子空间，这意味着
Eλi

= τEλi
= σ(σEλi

) ⊆ σEλi
⊆ Eλi

. (7.5.3)

因此 Eλi = σEλi。根据定理 6.2，σ与 τ 的正交谱分解具有相同的投影算子，可设 σ = µ1ρ1 + · · ·+ µkρk；根据

命题 7.8，µi ≥ 0。利用 σ2 = τ 可确定 µi =
√
λi。反之，若 τ 有正平方根，即存在正算子 σ使得 τ = σ2，则 τ

显然是正的。我们将上述讨论整理为如下结果。

定理 7.10

♥

设 τ ∈ L(V )，则以下表述等价：

1. τ 为正算子；
2. τ 有唯一的正平方根；
3. 存在算子 σ使得 τ = σ∗σ。

证明

1. 若表述 1成立，则根据上述讨论，表述 2也成立；
2. 若表述 2成立，容易证明 τ 的正平方根

√
τ 满足 (

√
τ)∗ =

√
τ，进而 τ = (

√
τ)2 = (

√
τ)∗(

√
τ)，表述 3成立；
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3. 若表述 3成立，τ 的二次型 Qτ (v) = 〈σ∗σv, v〉 = 〈σv, σv〉 ≥ 0对所有 v ∈ V 成立，因此 τ 为正算子。

下述定理恰好是正平方根的应用。

命题 7.9

♠若 τ 和 σ为正算子且 τσ = στ，则 τσ是正的。

证明 设 τ 和 σ的谱分解分别为 τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk 和 σ = µ1ν1 + · · ·+ µmνm。根据定理 7.8，此时 ρi 与 νj

对任意 i, j 可交换，那么其正平方根
√
τ 与

√
σ同样可交换，进而

(
√
τ
√
σ)2 = (

√
τ
√
σ)(

√
τ
√
σ) =

√
τ(
√
τ
√
σ)
√
σ = τσ. (7.5.4)

根据定理 7.10，τσ也是正算子。

7.5.2 算子的极分解

类似复数的极形式（polar form）z = reiθ，有限维复内积空间上的任意非零线性算子 τ 也有类似的分解。

引理 7.1

♥

设 τ 为有限维复内积空间 V 上的非零线性算子。

1. 存在正算子 ρ和幺正算子 ν 使得 τ = νρ，其中 ρ唯一。此外，若 τ 可逆，则 ν 也唯一；

2. 存在正算子 σ和幺正算子 µ使得 τ = σµ，其中 σ唯一。此外，若 τ 可逆，则 µ也唯一。

证明 这里我们仅证明第一条结论，第二条结论类似可证。假设 τ 可分解为 τ = νρ的形式，那么

τ∗τ = (ρ∗ν∗)(νρ) = ρ(ν−1ν)ρ = ρ2 (7.5.5)

那么根据定理 7.10，正算子 τ∗τ 具有唯一正平方根 ρ，并且对于任意 v ∈ V，

‖ρv‖2 = 〈ρv, ρv〉 =
〈
ρ2v, v

〉
= 〈τ∗τv, v〉 = ‖τv‖2. (7.5.6)

根据命题 7.6，幺正算子是等距同构，因此可定义等距映射 ν : im(ρ) → im(τ)为 ν(ρv) = τv。首先需要检验 ν

是良定义的：当 ρx = ρy对某些 x, y ∈ V 成立时，‖τ(x− y)‖ = ‖ρ(x− y)‖ = 0，因此 τx = τy。反之可验证 τ

是单射，因此若 B = {b1, · · · , bk}是 im(ρ)的一组标准正交基，那么 νB = {νb1, · · · , νbk}也是一组标准正交集，
并且 〈νB〉 = im(τ)，即 νB是 im(τ)的一组标准正交基。根据定理 5.7，对于有限维内积空间，总可以将 B扩张
为 V 的一组标准正交基，从而 νB也是 V 的一组标准正交基，此时 ν : V → im(ν)是等距同构。

当 τ 可逆时，ν∗τ = ν−1(νρ) = ρ表明 ρ也是可逆的。利用 ρ的唯一性，此时 ν = τρ−1 唯一。

我们不加证明地指出任何幺正算子都具有 µ = eiσ 的形式，其中 σ自伴，从而有如下推论。

定理 7.11 (极分解)

♥

设 τ 为有限维复内积空间上的非零线性算子，则存在正算子 ρ和 σ使得 τ 具有极分解（polar decomposition）
τ = ρeiσ，其中 ρ唯一确定。此外，若 τ 可逆，则 σ也唯一。

该定理还有一个直接的推论。

推论 7.1

♥设 τ = ρeiσ 为非零线性算子的极分解，则 τ 正规当且仅当 ρσ = σρ。

证明 已知 ττ∗ = (ρeiσ)(e−iσρ) = ρ2且 τ∗τ = e−iσρ2eiσ，因此 τ 正规当且仅当 ττ∗ = τ∗τ，即 eiσρ2 = ρ2eiσ。设

τ 和 σ的谱分解分解为 τ = λ1ρ1 + · · ·+ λkρk 和 σ = µ1ν1 + · · ·+ µmνm，从而 eiσ = eiµ1ν1 + · · ·+ eiµmνm。根

据定理 7.8，ρ与 eiσ 可交换当且仅当 ρi 与 νj 对所有 i, j 可交换，当且仅当 ρ与 σ可交换。
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第 8章 Hilbert空间

我们曾在第5章详细讨论了实内积空间与复内积空间的基本结构，不过彼时讨论仅限于有限维情形。在赋予
内积空间特定的拓扑结构后，许多性质对于无穷维情形依然适用，因此可以放宽对维数的限制。在本章中，F 同

样表示 R或 C。
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8.1 Hilbert空间
在引入 Hilbert空间的概念以前，我们需要以下两个与连续性有关的基本事实。

命题 8.1

♠

设 V 为内积空间，则对于内积诱导的范数。

1. (xn) → x, (yn) → y ⇒ 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉；
2. (xn) → x ⇒ ‖xn‖ → x。

证明 我们仅需证明第一条结论，第二条结论是第一条的直接推论。由于 (xn) → x，存在正数M 使得 ‖xn‖ ≤M

对所有自然数 n 成立。因此对于任意正数 ε，存在 n1, n2 ∈ N，使得 ‖xn − x‖ < ε/2‖y‖ 对所有 n ≥ n1 成立、

‖yn − y‖ < ε/2M 对所有 n ≥ n2 成立。取 n0 = max {n1, n2}，利用三角不等式和 Cauchy-Schwarz不等式，

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉+ 〈xn, y〉 − 〈x, y〉| ≤ |〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉|

≤ ‖xn‖‖yn − y‖+ ‖xn − x‖‖y‖ < M · ε

2M
+

ε

2‖y‖
· ‖y‖ = ε

(8.1.1)

对所有 n ≥ n0 成立，因此 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉。
由于内积空间是度量空间，可根据完备度量空间的概念1.25定义 Hilbert空间。

定义 8.1 (Hilbert空间)

♣在内积诱导的度量下完备的内积空间称为 Hilbert空间（Hilbert space）。

例 8.1 Hilbert空间的一个重要例子是 `2，其内积定义为 〈x,y〉 =
∑∞

n=1 xnyn，因此内积诱导的度量为

d(x,y) = ‖x− y‖2 =

( ∞∑
n=1

|xn − yn|2
)1/2

. (8.1.2)

根据定理 1.14，实（复）内积空间内的 Cauchy列收敛，因此是完备的，即 `2 是 Hilbert空间。
内积空间的子空间也有与命题 1.12类似的结论。

命题 8.2

♠

1. 内积空间的任意完备子空间是闭集；
2. Hilbert空间的子空间是 Hilbert空间当且仅当其为闭集；
3. 任意内积空间的有限维子空间是完备闭集。



8.2 最佳逼近与 Fourier展开

证明 前两条结论是命题 1.12的直接结果。对于第三条结论，设 (xn) 是有限维子空间 S 中收敛到 x 的序列且

x /∈ S。设 B = {b1, · · · , bm}是 S的一组标准正交Hamel基，那么 x的 Fourier展开 x̂ =
∑m

i=1 〈x, bi〉 bi ∈ S。根据

定理 5.9，(x− x̂)⊥S但 x 6= x̂。因此，如果记 yn = xn− x̂ ∈ S, y = x− x̂⊥yn，我们有 ‖yn − y‖2 = ‖yn‖2+‖y‖2 ≥
‖y‖2 > 0，这与 (xn) → x矛盾。因此 x ∈ S，即 S 是闭集。根据定理 1.14，S 内任意 Cauchy列 (xn)收敛到某

个内积空间内的向量 x。由于 S 是闭集，x ∈ S，故 S 完备。

8.2 最佳逼近与 Fourier展开

8.2.1 最佳逼近

设 V 是任意维数的内积空间，S 是 V 的一个子集。能否对任意 x ∈ V，找到 S 中在内积诱导的度量下最接

近 x的向量是一个我们相当关心的问题。这就是 V 的逼近问题（approximation problem）。

定理 8.1

♥

设 V 为内积空间，S 为 V 的完备凸子集a，则对于任意 x ∈ V，存在唯一的 x̂ ∈ S 使得

‖x− x̂‖ = inf
s∈S

‖x− s‖, (8.2.1)

向量 x̂称为 S 内 x的最佳逼近（best approximation）。

a凸集的概念可直接参考定义 10.1

证明 当 x ∈ S时，显然 ‖x− x̂‖ = 0当且仅当 x̂ = x唯一，该情形是平凡的；当 x /∈ S时，记 δ = infs∈S ‖x− s‖ ∈
R，那么对于任意自然数 n，存在存在 sn ∈ S 使得 δ ≤ δn = ‖x− sn‖ < δ + 1/n，可见 δn → δ。因此存在正

数M 使得 |δn| < M 对所有自然数 n成立。对于任意正数 ε，存在自然数 n0使得 |δn − δ| < ε/4(δ +M)对所有

n ≥ n0 成立。记 yn = x− sn，那么根据平行四边形法则（命题 5.2）,

‖yn − ym‖2 = 2(‖yn‖2 + ‖ym‖2)− ‖yn + ym‖2. (8.2.2)

对任意自然数 n,m成立。由于 S是凸集，(sn + sm)/2 ∈ S，从而 ‖yn + ym‖2 = 4‖x− (sn + sm)/2‖2 ≥ 4δ2，即

‖sm − sn‖2 = ‖yn − ym‖2 ≤ 2(δ2n − δ2) + 2(δ2m − s2) <
ε

4(δ +M)
· 4
Å
δ +

δn + δm
2

ã
≤ ε (8.2.3)

对所有 n,m ≥ n0成立，可见 (sn)是 S内的一条 Cauchy列，其收敛到某个 x̂ ∈ S。利用范数的连续性（命题 8.1），

‖x− x̂‖ =
∥∥∥x− lim

n→∞
sn

∥∥∥ = lim
n→∞

‖x− sn‖ = lim
n→∞

δn = δ = inf
s∈S

‖x− s‖. (8.2.4)

最后证明 x̂的唯一性。设存在 x̂′ ∈ S 使得 ‖x− x̂′‖ = δ = ‖x− x̂‖，则根据平行四边形法则（命题 5.2），

‖x̂− x̂′‖2 = 2(‖x− x̂‖2 + ‖x− x̂′‖2)− 4

∥∥∥∥x− x̂+ x̂′

2

∥∥∥∥2 ≤ 2(δ2 + δ2)− 4δ2 = 0, (8.2.5)

上式成立当且仅当 ‖x̂− x̂′‖ = 0，即 x̂′ = x̂。

由于内积空间 V 的任意子空间是代数封闭的，因此是凸的，我们可将上述定理应用于完备子空间。

定理 8.2

♥

设 V 为内积空间，S 为 V 的完备子空间，则对于任意 x ∈ V，x̂是 S 内 x的最佳逼近当且仅当 x̂是唯一

使得 (x− s)⊥S 的向量 s ∈ S。

证明 若存在 x̂ ∈ S 使得 (x− x̂)⊥S，那么 〈x− x̂, x̂− s〉 = 0对任意 s ∈ S 成立，进而

‖x− s‖2 = ‖(x− x̂) + (x̂− s)‖2 = ‖x− x̂‖2 + ‖x̂− s‖2 ≥ ‖x− x̂‖2, (8.2.6)

即 ‖x− s‖ ≥ ‖x− x̂‖对任意 s ∈ S 成立，故 x̂是 x的在最佳逼近。
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8.2 最佳逼近与 Fourier展开

根据定理 8.1，存在唯一的 x̂ ∈ S 使得 ‖x− x̂‖ = infs∈S ‖x− s‖ = δ。对于任意 s ∈ S 和 r ∈ F，首先有

‖x− rs‖2 = ‖x‖2 +
Ä
|r|2‖s‖2 − r 〈s, x〉 − r̄ 〈x, s〉

ä
= ‖x‖2 + ‖s‖2

∣∣∣∣∣r − 〈x, s〉
‖s‖2

∣∣∣∣∣
2

− |〈x, s〉|2

‖s‖2
. (8.2.7)

因此当 r取 r0 = 〈x, s〉 /‖s‖2 时上式第二项为零，此时

‖x− x̂− r0s‖2 = ‖x− x̂‖2 − |〈x− x̂, s〉|2

‖s‖2
≤ ‖x− x̂− r0s‖2 −

|〈s− x̂, s〉|2

‖s‖2
. (8.2.8)

这要求 |〈x− x̂, s〉|2 ≤ 0，即 〈x− x̂, s〉 = 0对所有 s ∈ S 成立，故 (x− x̂)⊥S。根据前述讨论，若存在 x̂′ ∈ S 使

得 (x− x̂′)⊥S，那么 x̂′ 也是 x的最佳逼近。利用最佳逼近的唯一性（定理 8.1），x̂′ = x̂。

根据上述两条定理，可直接得到以下结果。

定理 8.3 (投影定理)

♥若 S 是内积空间 V 的完备子空间，则 V = S � S⊥。

证明 对于任意 v ∈ V，根据定理 8.1和8.2，存在 v̂ ∈ S 使得 (v − v̂)⊥S，因此 v = v̂ + (v − v̂) ∈ S � S⊥，即

V ⊆ S � S⊥ ⊆ V，最终得到 V = S � S⊥。

命题 8.3

♠

设 S, T 和 T ′ 均为内积空间 V 的子空间。

1. 若 V = S � T，则 T = S⊥；

2. 若 S � T = S � T ′，则 T = T ′。

证明

1. T⊥S 意味着 T ⊆ S⊥。对于任意 v ∈ S⊥ ⊆ V，存在 s ∈ S 和 t ∈ T 使得 v = s+ t，进而

0 = 〈v, s〉 = 〈s, s〉 =⇒ s = 0 =⇒ v = t ∈ T, (8.2.9)

从而 S⊥ ⊆ T，反向包含得证；

2. 根据上述结果，T = S⊥ = T ′、

命题 8.4

♠
设 H 为 Hilbert空间，若 A为 H 的子集，则 A张成空间的闭包 cspan(A) = A⊥⊥。

证明 容易证明 cspan(A)⊥ ⊆ A⊥；对于任意 v ∈ A⊥和任意 u ∈ cspan(A)，存在 a1, · · · , an ∈ A和 r1, · · · , rn ∈ F

使得 u =
∑n

i=1 riai，进而 〈u, v〉 =
∑n

i=1 ri 〈ai, v〉 = 0，即 A⊥ ⊆ cspan(A)⊥。因此 cspan(A)⊥ = A⊥。根据投影

定理 8.3，cspan(A)是 V 的子空间意味着 V = cspan(A)� cspan(A)⊥ = cspan(A)�A⊥；而 A⊥是 V 的子空间意

味着 V = A⊥ �A⊥⊥。根据命题 8.3，A⊥⊥ = cspan(A)。

8.2.2 Fourier展开

现在我们希望进一步考察最佳逼近。我们的目标是对 Hilbert空间内的任意向量 x，从闭子空间 S 找到关于

x最佳逼近的显式表达。这里我们仅讨论最常见的 S维度有限和可数无穷的情形，不可数无穷维的情形参见 [1]。

8.2.2.1 有限维情形

关于有限维情形的结论，我们已经在第5.4.1小节进行了充分讨论，这里仅给出结论。
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8.2 最佳逼近与 Fourier展开

定理 8.4

♥

设 O = {u1, · · · , un} 为 Hilbert 空间 H 内的有限标准正交集。对于任意 x ∈ H，x 的 Fourier 展开 x̂ =∑n
k=1 〈x, uk〉uk 为 x在 span(O)内的最佳逼近，满足 Bessel不等式 ‖x̂‖ ≤ ‖x‖，等号成立当且仅当 x ∈

span(O)。

8.2.2.2 可数无穷维情形

由于在可数无穷维情形中可能涉及无穷求和，因此会引出收敛性的问题。我们从以下结论入手。

定理 8.5

♥

设 O = {u1, u2, · · · }为 Hilbert空间 H 内的一组可数无穷标准正交集，则级数
∑∞

k=1 rkuk 在 H 内收敛当

且仅当
∑∞

k=1 |rk|
2 在 R内收敛。若该级数收敛，则其无条件收敛，即任何重排这些项顺序形成的新级数

也收敛。最后，若级数
∑∞

k=1 rkuk 收敛，则 ‖
∑∞

k=1 rkuk‖
2
=
∑∞

k=1 |rk|
2。

证明 设 sn =
∑n

k=1 rkuk, pn =
∑n

k=1 |rk|
2，那么对于自然数 m ≤ n，‖sn − sm‖2 =

∥∥∑n
k=m+1 rkuk

∥∥2 =∑n
k=m+1 |rk|

2
= |pn − pm|。因此 (sn)是 H 内的 Cauchy列当且仅当 (pn)是 R内的 Cauchy列。由于 H 和 R均

完备（定理 1.14），(sn)收敛当且仅当 (pn)收敛，此时级数重排不影响
∑∞

k=1 |rk|
2 的结果。

定理 8.6

♥

设 O = {u1, u2, · · · }为 Hilbert空间 H 内一组可数无穷的标准正交集。对于任意 x ∈ H，x的 Fourier展
开 x̂ =

∑∞
k=1 〈x, uk〉uk 无条件收敛，并且是 x在 cspan(O)内的最佳逼近，满足 Bessel不等式 ‖x̂‖ ≤ ‖x‖，

等号成立当且仅当 x ∈ cspan(O)。

证明 对于任意 y ∈ cspan(O)，存在 rik ∈ F 使得 y =
∑n

k=1 rikuik，因此

〈x− x̂, y〉 =
n∑

k=1

rik 〈x− x̂, uik〉 =
n∑

k=1

rik(〈x, ui,k〉 − 〈x, uik〉) = 0, (8.2.10)

即 (x− x̂)⊥cspan(O)。根据定理 8.2，x̂是 x在 cspan(O)内的最佳逼近，并且由于 x̂ ∈ cspan(O)，

‖x‖2 = ‖(x− x̂) + x̂‖2 = ‖x− x̂‖2 + ‖x̂‖2 ≥ ‖x̂‖2, (8.2.11)

等号成立当且仅当 ‖x− x̂‖ = 0，即x = x̂ ∈ cspan(O)。另外，‖x‖2 ≥ ‖x̂‖2 ≥ ‖
∑n

k=1 〈x, uk〉uk‖
2
=
∑n

k=1 |〈x, uk〉|
2

对所有自然数 n成立。利用 R上极限的单调性（定理 1.15），
∑∞

k=1 |〈x, uk〉|
2
= limn

∑n
k=1 |〈x, uk〉|

2 ≤ ‖x‖2，故
级数

∑∞
k=1 |〈x, uk〉|

2 收敛。根据定理 8.5，级数
∑∞

k=1 〈x, uk〉uk 无条件收敛。

8.2.2.3 任意维数情形

在本小节中，我们略去所有证明细节，只给出最终结论。

定义 8.2 (收敛)

♣

设 K = {xk|k ∈ K}为向量空间 V 内的任意向量族，若对于任意正数 ε，存在有限集 S ⊆ K，使得任意包

含 S 的有限集 T 满足
∥∥∑

k∈T xk − x
∥∥ ≤ ε，则称求和

∑
k∈K xk 收敛到向量 x ∈ V，记作 x =

∑
k∈K xk。

上述定义保持收敛列的线性性与连续性。

命题 8.5

♠

设 K = {xk|k ∈ K}为内积空间 V 中的任意向量族。若
∑

k∈K xk = x且
∑

y∈K yk = y，则其满足

1. 线性性：对于任意 r, s ∈ F，
∑

k∈K(rxk + syk) = rx+ sy；

2. 连续性：
∑

k∈K 〈xk, y〉 = 〈x, y〉且
∑

k∈K 〈y, xk〉 = 〈y, x〉。
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在此收敛性的定义下，同样有类似定理 8.5的结论。

命题 8.6

♠

设 O = {uk|k ∈ K}为 Hilbert空间内的任意标准正交向量族，则级数
∑

k∈K rkuk 和
∑

k∈K |rk|2 同敛散。
若两者均收敛，则

∥∥∑
k∈K rkuk

∥∥2 =
∑

k∈K |rk|2。

关于最佳逼近，其结论与有限维和可数无穷维情形的结论基本一致。

定理 8.7

♥

设 O = {uk|k ∈ K} 为 Hilbert 空间 H 内的标准正交向量族。对于任意 x ∈ H，x 的 Fourier 展开 x̂ =∑
k∈K 〈x, uk〉uk在H 内收敛，并且是 cspan(O)内 x的唯一最佳逼近，满足 Bessel不等式 ‖x̂‖ ≤ ‖x‖，等

号成立当且仅当 x ∈ cspan(O)。

8.3 Hilbert基与 Hilbert维数

8.3.1 Hilbert基

在5.3.3小节中我们定义了有限维内积空间中的 Hilbert基，现在给出无穷维情形下 Hilbert基的等价表述。

定理 8.8

♥

设 O = {uk|k ∈ K}为 Hilbert空间 H 内的标准正交向量族，则下列表述等价：

1. O是 Hilbert基；
2. O⊥ = {0}；
3. O是 H 的完全子集（total subset），即 cspan(O) = H；

4. x = x̂对所有 x ∈ H 成立；

5. Bessel不等式的等号对所有 x ∈ H 成立，即 ‖x‖ = ‖x̂‖对所有 x ∈ H 成立；

6. Parseval恒等式：〈x, y〉 = 〈x̂, ŷ〉对所有 x, y ∈ H 成立，即 〈x, y〉 =
∑

k∈K 〈x, uk〉 〈y, uk〉。

证明

1. 若表述 1成立，假设O⊥存在其他非零向量 v，则O∪{v}构成新的标准正交集，但这与O的极大性矛盾。
故 O⊥ = {0}，表述 2成立；

2. 若表述 2成立，则根据投影定理 8.3和命题 8.4的证明，H = cspan(O) � cspan(O)⊥ = cspan(O) � O⊥ =

cspan(O)� {0} = cspan(O)，表述 3成立；
3. 若表述 3成立，根据定理 8.2和8.7，(x − x̂)⊥H。假设 v = x − x̂ ∈ H 非零，则 〈v, v〉 6= 0，这与 v⊥H 矛
盾。因此 x = x̂，表述 4成立；

4. 若表述 4成立，则表述 5显然成立；
5. 若表述 5成立，则在实内积空间中，利用极化恒等式（定理 5.2）和命题 8.6，

〈x, y〉 = 1

4

Ä
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

ä
=

1

4

Ñ∥∥∥∥∥∑
k∈K

〈x+ y, uk〉uk

∥∥∥∥∥
2

−

∥∥∥∥∥∑
k∈K

〈x− y, uk〉uk

∥∥∥∥∥
2
é

=
1

4

(∑
k∈K

|〈x+ y, uk〉|2 −
∑
k∈K

|〈x− y, uk〉|2
)

=
1

4

∑
k∈K

(|〈x+ y, uk〉|2 − |〈x− y, uk〉|2)

=
1

2

∑
k∈K

(〈x, uk〉 〈y, uk〉+ 〈y, uk〉 〈x, uk〉) =
∑
k∈K

〈x, uk〉 〈y, uk〉 = 〈x̂, ŷ〉 ,

(8.3.1)

其中已利用实向量空间中内积的对称性。复向量空间的情形类似可证明，因此表述 6成立；
6. 若表示 6成立，假设存在标准向量 v ∈ H 使得 v ∈ O⊥，那么根据定理 8.2和8.7，v − v̂ ∈ O⊥。利用子空
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间的代数封闭性，v̂ ∈ O⊥ = cspan(O)⊥；但同时 v̂ ∈ cspan(O)，因此 v̂ = 0。这意味着 〈v, v〉 = 〈v̂, v̂〉 = 0，

即 v = 0，矛盾。因此 O为极大标准正交向量族，表述 1成立。

8.3.2 Hilbert维数

类似 Hamel基，我们希望 Hilbert空间内的所有 Hilbert基具有相同的基数，可据此定义其 Hilbert维数。

定理 8.9 (Hilbert维数)

♥

Hilbert空间 H 的所有 Hilbert基具有相同的基数，该基数称为 H 的 Hilbert维数（Hilbert dimension），记
作 hdim(H)。

证明 对于有限维情形，根据定理 5.8，所有的 Hilbert基都具有相同的基数 dim(H)；对于无穷维情形，设 B =

{bk|k ∈ K}和 C = {cj |j ∈ J}为H的Hilbert基。那么根据定理 8.8，H = cspan(C)，这意味着存在可数指标集 Jk

和 rj ∈ F 使得 bk =
∑

j∈Jk
rjcj。对于任意 j ∈ Jk，〈bk, cj〉 =

∑
j′∈Jk

rj′ 〈cj′ , cj〉 = rj，因此 bk =
∑

j∈Jk
〈bk, cj〉 cj。

若存在某个 cj⊥B，则 B ∪ {cj}也是标准正交向量族，这与 B的极大性矛盾，因此必然存在 k ∈ K 使得 j ∈ Jk。

这意味着 J ⊆ ∪k∈KJk ⊆ J，即 J = ∪k∈KJk。根据命题 1.4和1.6以及 ℵ0是最小无穷势的事实，|J | ≤ ℵ0 · |K| =
max {ℵ0, |K|} = |K|。对称地 |K| ≤ |J |，那么 Schrödinger-Berstein定理（定理 1.2）给出 |J | = |K|。

定理 8.10

♥Hilbert空间等距同构当且仅当其含有相同的 Hilbert维数。

证明 设两个 Hilbert空间分别为H1和H2，B = {bk|k ∈ K}为H1的一组 Hilbert基，那么 B⊥ = {0}。对于充分
性，设等距同构为 τ，考虑 v ∈ (τB)⊥ = cspan(τB)⊥，〈v, bk〉 = 0对所有 k ∈ K 成立，因此存在有限指标集Kv

和 rk ∈ F，使得 τ−1v =
∑

k∈Kv
rkbk，即 v =

∑
k∈Kv

rk(τbk) ∈ cspan(τB)。这意味着 v = 0，即 (τB)⊥ = {0}，
因此 τB是 H2 的 Hilbert基，双射要求 |B| = |τB|。

对于必要性，设 C = {cj |j ∈ J}为H2的一组 Hilbert基，则 |J | = |K|，即存在双射使得对于任意 j ∈ J，存

在唯一的 k ∈ K 与之对应。定义双射 τ : C → B为 τ(cj) = bk，并通过线性性将其定义域延拓到H2 上。那么根

据定理 8.8，对于任意 v ∈ H2，

‖τv‖2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J

〈v, cj〉 τcj

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J

〈v, cj〉 bk

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
j∈J

|〈v, cj〉|2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J

〈v, cj〉 cj

∥∥∥∥∥∥
2

= ‖v‖2. (8.3.2)

根据定理 5.4，τ 为等距映射，进而为等距同构。

8.4 Riesz表示定理
这一节我们讨论任意维数 Hilbert空间内的 Riesz表示定理。事实上，并非所有 Hilbert空间上线性的泛函都

具有有限维情形的 Riesz表示定理 5.11中的内积形式。对于任意给定的非零向量 y ∈ H，定义函数 fy : H → F

为 fy(x) = 〈x, y〉。显然 fy 是 H 上的线性泛函，并且利用 Cauchy-Schwarz不等式，|fy(x)|/‖x‖ ≤ ‖y‖对任意
x ∈ H 成立，因此 supx ̸=0(|fy(x)|/‖x‖) = ‖y‖，等号在 y = x时成立。这引出了如下定义。

定义 8.3 (算子的有界性)

♣

设 τ : H1 → H2 为从 H1 到 H2 的线性变换，若 supx ̸=0(‖τx‖/‖x‖) < ∞，则称 τ 有界（bounded）。若 τ

有界，则将该上确界记为 ‖τ‖，并称其为 τ 的范数。特别地，H 上的有界线性泛函 f : H → F 构成的集

合称为 H 的连续对偶空间（continuous dual space）或共轭空间（conjugate space）。

以下命题给出了有界线性变换的等价范数表示。
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命题 8.7

♠

设 τ : H1 → H2 为有界线性变换，则

‖τ‖ = sup
∥x∥=1

‖τx‖ = sup
∥x∥≤1

‖τx‖ = inf {c ∈ R|‖τx‖ ≤ c‖x‖ for all x ∈ H}. (8.4.1)

证明 首先利用范数的线性性，‖τ‖ = supx ̸=0 ‖τ(x/‖x‖)‖
x/∥x∥→x
======== sup∥x∥=1 ‖τx‖，因此 ‖τ‖ ≤ sup∥x∥≤1 ‖τx‖。

容易验证该上确界不在 x = 0 处取到（对于零映射，任取 x 6= 0），‖τx‖ = ‖τ(x/‖x‖)‖ · ‖x‖ ≤ ‖τ‖ · 1，因
此 sup∥x∥≤1 ‖τx‖ ≤ ‖τ‖。综上，‖τ‖ = sup∥x∥≤1 ‖τx‖。最后记 δ = inf {c ∈ R|‖τx‖ ≤ c‖x‖ for all x ∈ H}，显然
‖τx‖/‖x‖ = ‖τ(x/‖x‖)‖ ≤ ‖τ‖对任意 x ∈ H\{0}成立，故 δ ≤ ‖τ‖；另一方面对于任意正数 ε，存在 c ∈ R使
得 δ + ε > c ≥ ‖τx‖/‖x‖对所有 x ∈ H 成立，故 δ + ε ≥ sup∥x∥=1 ‖τx‖ = ‖τ‖ ≥ δ。利用 ε的任意性，‖τ‖ = δ。

有界线性变换的重要性之一体现在其保持连续性上。

命题 8.8

♠设 τ : H1 → H2 为线性变换，则 τ 有界当且仅当 τ 连续。

证明 若 τ 有界，那么对于任意 x, y ∈ H1，‖τx− τy‖ = ‖τ(x− y)‖ ≤ ‖τ‖‖x− y‖。因此对于任意正数 ε，当

‖x− y‖ < ε/‖τ‖时，‖τx− τy‖ < ε，因此根据命题 1.17，τ 连续；反之若 τ 连续，则根据命题 1.17，存在 δ > 0

使得 ‖y‖ ≤ δ 时 ‖τy‖ ≤ 1。那么对于任意满足 ‖x‖ = 1的 x ∈ H1，‖τx‖ = ‖τ(δx)‖/δ‖x‖ ≤ 1/δ‖x‖ = 1/δ，因

此 ‖τ‖ = sup∥x∥=1 ‖τx‖ ≤ 1/δ，即 τ 有界。

现在我们证明任意维度 Hilbert空间的 Riesz表示定理。

定理 8.11 (Riesz表示定理)

♥

设 H 为 Hilbert 空间。对于 H 上任意有界线性泛函 f，存在唯一的 z0 ∈ H 使得 f(x) = 〈x, z0〉 对所有
x ∈ H 成立。此外，‖f‖ = ‖z0‖。

证明 若 f = 0，取 z0 = 0 即可。对于非零的 f，记 K = ker(f) 6= H。根据命题 8.8，f 连续，因此对于 K

中任意收敛到 x ∈ H 的序列 (xn)，均有 f(x) = limn f(xn) = 0，因此 x ∈ K，即 K 为闭集。根据投影定

理 8.3，J = K �K⊥。根据第一同构定理 4.4以及命题 4.1之前的讨论，V/K ∼= im(f) = F；再根据推论 3.2和4.1，
K⊥ ∼= V/K ∼= F，因此 dim(K⊥) = dim(F ) = 1。

显然 〈x, z〉 = 0 = f(x)对任意 x ∈ K 成立当且仅当 z ∈ K⊥，因此我们希望限制在在 K⊥ 上找到一个合适

的 z0，同时使得 f(x) = 〈x, z0〉对任意 x ∈ K⊥ 也成立。由于 dim(K⊥) = 1，任意非零的 z ∈ K⊥ 均为作为基。

首先希望 f(z0) = 〈z0, z0〉，由此定义了 z0 的范数。对于任意 x ∈ K⊥，存在唯一的 r ∈ F 使得 x = rz0，因此

f(x) = rf(z0) = r 〈z0, z0〉 = 〈rz0, z0〉 = 〈x, z0〉。综上，对于任意 x ∈ H，存在 r = 〈x, z0〉 / 〈z0, z0〉 ∈ F 使得

〈x− rz0, z0〉 = 0，因此 x = (x− rz0) + rz0 ∈ K �K⊥，进而

f(x) = 0 + rf(z0) = r 〈z0, z0〉 = 〈rz0, z0〉 = 〈x− (x− rz0), z0〉 = 〈x, z0〉 . (8.4.2)

若存在 z′0 ∈ H 也使得 f(x) = 〈x, z′0〉对所有 x ∈ H 成立，那么 0 = f(x)− f(x) = 〈x, z0 − z′0〉对所有 x ∈ H 成

立，即 z′0 = z0，故 z0 唯一。

最后，利用 Cauchy-Schwarz不等式，|f(x)|/‖x‖ = |〈x, z0〉|/‖x‖ ≤ ‖z0‖，等号成立当且仅当 x ∈ K⊥，那么

‖f‖ ≤ ‖z0‖；另一方面，‖z0‖ = |f(z0)|/‖z0‖ ≤ ‖f‖，因此 ‖f‖ = ‖z0‖。
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第二部分

凸几何



第 9章 仿射几何

在本章中，假设所有的向量空间均为有限维的。
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9.1 基本概念

定义 9.1 (仿射几何)

♣

设 S为向量 V 的子空间，陪集 v+S = {v + s|s ∈ S}称为 V 中的一个平坦a（flat），其中 S是该平坦的基

底子空间（base），v是平坦代表元（flat representation）；有时也称 v + S 为 S 的平移（translate）。V 中所
有平坦构成的集合A(V )称为 V 的仿射几何（affine geometry）。A(V )的维数 dim(A(V ))定义为 dim(V )。

a有时也将其意译为“仿射子空间”，不过这一术语在英文中有更明确的“affine subspace”作为对应

注尽管一个平坦可能有许多代表元，该平坦也只有一个基底。不妨考虑某个平坦同时具有 x+ S 和 y + T 两种

表示，其中 x 6= y，那么由于 0 ∈ S，有 x ∈ y + T，因此 S = (y − x) + T = T。

定义 9.2

♣

平坦 x+S的维数定义为 dim(S)。维数为 k的平坦称为 k-平坦（k-flat）。0-平坦是一个点（point），1-平坦
是一条直线（line），2-平坦是一个平面（plane）。维数为 dim(A(V ))− 1的平坦称为超平面（hyperplane）。

注当 v = 0时，1-平坦和 2-平坦分别退化为过零点的直线和平面，也就是该向量空间的子空间。

定义 9.3 (平行)

♣
若两个平坦 X = x+ S 和 Y = y + T 满足 S ⊆ T 或 T ⊆ S，则称其平行（parrallel），记作 X‖T。

习惯上我们用 S, T 表示 V 的子空间，而用 X,Y 表示 V 的平坦。以下是平坦的基本交集性质。

命题 9.1
设 S 和 T 为 V 的子空间，X = x+ S 和 Y = y + T 是 V 中的平坦。

1. 以下表述等价：
(1) 存在 X 的平移在 Y 中，即存在 w ∈ V 使得 w +X ⊆ Y；

(2) 存在 S 的平移在 T 中，即存在 v ∈ V 使得 v + S ⊆ T；

(3) S ⊆ T；

2. 以下表述等价：
(1) X 和 Y 互为平移，即存在 w ∈ V 使得 w +X = Y；

(2) S 和 T 互为平移，即存在 v ∈ V 使得 v + S = T；

(3) S = T；



9.2 仿射组合与仿射包

♠

3. X ∩ Y 6= ∅, S ⊆ T ⇔ X ⊆ Y；

4. X ∩ Y 6= ∅, S = T ⇔ X = Y；

5. 若 X‖Y，则 X ⊆ Y, Y ⊆ X 或 X ∩ Y = ∅；
6. X‖Y 当且仅当存在这些平坦之一的平移，其包含在另一平坦内。

证明

1. 若表述 1成立，即存在 w ∈ V 使得 w +X ⊆ Y，则存在 v = w + x− y使得 v + S ⊆ T，表述 2成立；若
表述 2成立，则由于 0 ∈ S，我们有 v ∈ T，进而 S ⊆ T − v = T，表述 3成立；若表述 3成立，则存在
w = x− y使得 w +X ⊆ Y，表述 1成立；

2. S = T 当且仅当 S ⊆ T 且 T ⊆ S，根据性质 1得证；
3. 对于充分性，性质 1给出存在 w ∈ V 使得 w+X ⊆ Y。对于任意 v ∈ X ∩ Y，存在 y ∈ Y 使得 w+ v = y，

进而 w = y− v ∈ Y，从而X ⊆ Y −w = Y；对于必要性，性质 1直接给出 S ⊆ T，并且X ∩ Y = X 6= ∅；
4. S = T 当且仅当 S ⊆ T 且 T ⊆ S，根据性质 3得证；
5. X‖Y 意味着 S ⊆ T 或 T ⊆ S，根据性质 1，此时存在 w, v ∈ V 使得 w +X ⊆ Y 或 v + Y ⊆ Y。若 w ∈ Y

或 v ∈ X，那么 X ⊆ Y − w = Y 或 Y ⊊ X − v = X；反之若 w /∈ Y 且 v /∈ X，首先考虑 S ⊆ T 的情况。

假设存在 u ∈ X ∩ Y，那么存在 y ∈ Y 使得 w+ u = y，即 w = y − u ∈ Y，矛盾。因此X ∩ Y = ∅，这对
于 T ⊆ S 的情形也成立；

6. 根据性质 1和性质 5，该等价性是显然的。

9.2 仿射组合与仿射包
在向量空间中，可通过向量集的线性组合生成一个子空间；而在仿射子空间中，同样存在相应的概念。

9.2.1 仿射组合

类似线性组合，我们可定义仿射组合。

定义 9.4 (仿射组合)

♣

设 V 为向量空间，xi ∈ V，那么线性组合

r1x1 + · · ·+ rnxn, where ri ∈ F and
n∑

i=1

ri = 1 (9.2.1)

称为向量集 {x1, · · · , xn}的仿射组合（affine combination）。

若 V 的非空子集 X 在 X 中向量的任意仿射组合下方便，则称其仿射封闭（affine closed）；若X 在 X 中任

意两个向量的仿射组合下封闭，则称其 2-仿射封闭（two-affine closed）。

命题 9.2

♠设 V 是特征不为 2的域 F 上的向量空间，则 V 的子集 X 仿射封闭当且仅当其 2-仿射封闭。

证明 充分性是显然的；对于必要性，采用归纳法，其中 n = 2的情形自然成立。当 n > 2时，假设结论对于任

意不多于 (n− 1)个向量的仿射组合成立，那么考虑仿射组合 z = r1x1 + · · ·+ rnxn。若存在某个 ri = 1，则其

余 rj = 0 (j 6= i)，此时 z = xi ∈ V，该情况平凡；因此考虑所有 ri 均不为 1的情况，此时可将 z改写为

z = r1x1 + (1− r1)

Å
r2

1− r1
x2 + · · ·+ rn

1− r1
xn

ã
. (9.2.2)

由于
∑n

i=2 ri/(1− r1) = (1− r1)/(1− r1) = 1，根据归纳假设，y =
∑n

i=2 rixi/(1− r1) ∈ X，进而 2-仿射封闭
性要求 z = r1x+ (1− r1)y ∈ X。因此 X 内任意仿射组合均在 X 内，即 X 仿射封闭。
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9.3 仿射子空间格

注上述命题中，特征不为 2的要求是必须的。对于 F = Z2，存在 F 2的子集X = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}是 2-仿射
封闭的，但 (0, 0) + (1, 0) + (1, 0) = (1, 1) /∈ X，即 X 不是仿射封闭的。

定理 9.1

♥

向量空间的非空子集 X 是平坦当且仅当 X 是仿射封闭的。此外，若 F 特征不为 2，则 X 是平坦当且仅

当 X 是 2-仿射封闭的。

证明 若X是平坦，设其基底子空间为 S，x为某个平坦代表元。对于任意 xi ∈ X，存在 si ∈ S使得 xi = x+ si。

因此利用 S 的封闭性，这些向量的仿射组合
∑n

i=1 rixi =
∑n

i=1 ri(x + si) = x +
∑n

i=1 risi ∈ x + S = X，其中

已利用
∑n

i=1 ri = 1，因此X 仿射封闭；反之若X 仿射封闭，任取 x ∈ X，记 S = X − x。对于X 内的任意向

量集 {x1, · · · , xn}，记 si = xi − x。那么对于任意 ri ∈ F，利用 X 的仿射封闭性，

x+

n∑
i=1

risi =

(
1−

n∑
i=1

ri

)
x+

n∑
i=1

rixi ∈ X, (9.2.3)

因此
∑n

i=1 risi ∈ X − x = S，即 S 代数封闭，故 S 为子空间，从而 X 为平坦。

9.2.2 仿射包

类似向量集张成的子空间，我们可定义仿射包。

定义 9.5

♣

设 X 为 V 中的非空向量集。

1. X 的仿射包（affine hull）是包含 X 的最小平坦，记作 affhull(X)；

2. X 的仿射张成（affine span）是 X 中向量的所有仿射组合构成的集合，记作 affspan(X)。

类似向量集张成的子空间是包含该向量集的最小子空间这一事实，仿射包与仿射张成实际上是等价的。

定理 9.2

♥

设 X 为 V 的非空子集，则

affhull(X) = affspan(X) = x+ span(X − x), (9.2.4)

此时 dim(affspan(X)) = dim(span(X − x))。以后对仿射包与仿射张成不加区分，统一记为 aff(X)。

证明 根据定理 9.1,X 的仿射包是仿射封闭的，即 X 的任意仿射组合均在 affhull(X) 内，因此 affspan(X) ⊆
affhull(X)；对于反向包含，我们希望证明 affspan(X)是包含X的一个平坦，那么根据仿射包的定义，affhull(X) ⊆
affspan(X)，从而结论得证。任取 x ∈ X = {xj |j ∈ J}，记 S = affspan(X)− x。对于任意 y, yi ∈ affspan(X)，存

在 si,j ∈ F 使得 yj =
∑

j si,jxj，其中
∑

j si,j = 1对所有 i = 1, · · · , n成立。因此对于任意和为 1的 ri ∈ F，

n∑
i=1

riyi =
∑
i,j

risi,jxj , where
∑
i,j

risi,j =
∑
i

ri
∑
j

si,j =
∑
i

ri = 1, (9.2.5)

因此
∑n

i=1 riyi ∈ affspan(X)，即 affspan(X) 仿射封闭。根据定理 9.1，affspan(X) 是包含 X 的一个平坦，故

affhull(X) ⊆ affspan(X)，反向包含成立。

9.3 仿射子空间格
子空间的交集仍然是子空间，尽管它可能是平凡的零空间。对于平坦，我们将证明：若其平坦的交集非空，

则其也是平坦。不过平坦的交集可能为空集，我们需要对其稍作修正使其重新成为格（参见命题 2.2前的定义）。
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9.3 仿射子空间格

定理 9.3

♥

设 V 为向量空间，V 中所有平坦与空集共同构成的集族

A0(V ) = A(V ) ∪ {∅} (9.3.1)

在交集下构成完全格。特别地，

1. A0(V )在任意交集下是封闭的。若集族 F = {Xk|k ∈ K} = {xk + Sk|k ∈ K}具有非空交集，则⋂
F =

⋂
k∈K

Xk = x+
⋂
k∈K

Sk, (9.3.2)

其中 x ∈ ∩k∈KXk；换言之，交集的基底子空间是基底子空间的交集；

2. 集族 F = {Xk|k ∈ K} = {xk + Sk|k ∈ K}并集的上确界是包含 F 内所有元素的最小平坦，即∨
F = aff

( ⋃
k∈K

Xk

)
. (9.3.3)

特别地，若 X = x+ S 和 y + T 为 V 中的平坦，则

X ∨ Y = x+ (〈x− y〉+ S + T ) = aff{x, y}+ (S + T ). (9.3.4)

若 X ∩ Y 6= ∅，则进一步有
X ∨ Y = x+ (S + T ). (9.3.5)

证明

1. ∩k∈KXk = ∅ ∈ A0(V )是平凡的；若 ∩k∈KXk 6= ∅，其包含的任意向量集必然包含在所有 Xk 内。由于

Xk 是平坦，根据定理 9.1，该向量集在所有 Xk 内仿射封闭，因此其仿射组合在 ∩k∈KXk 内。由此可知

∩k∈KXk 也是仿射封闭的，根据定理 9.1，∩k∈KXk ∈ A(V ) ⊆ A0(V )。综上，A0(V )在任意交集下封闭。

对于任意 x ∈ ∩k∈K，x− xk ∈ Sk 对所有 k ∈ K 成立，因此 x+ Sk = xk + (x− xk) + Sk = xk + Sk 对所

有 k ∈ K 成立，从而 ⋂
k∈K

Xk =
⋂
k∈K

(xk + Sk) =
⋂
k∈K

(x+ Sk) = x+
⋂
k∈K

Sk. (9.3.6)

2. 对于A0(V )内的任意集族F = {Xk|k ∈ X}，首先∪k∈KXk ⊆ aff(∪k∈KXk)，因此 aff(∪k∈KXk) ∈ A0(V )是

该集族的上界。另外根据仿射包的定义，任意包含 ∪k∈KXk的平坦也包含 aff(∪k∈KXk)，因此 aff(∪k∈KXk)

为集族 F 的最小上界，即上确界 ∨F = aff(∪k∈KXk)。

特别地，若 X = x + S 和 Y = y + T 为 V 中的平坦，显然 x, y ∈ X ∪ Y ⊆ aff(X ∪ Y )。根据仿射几何定

义 9.1后的讨论，aff(X∪Y )具有唯一基底子空间U，即 aff(X∪Y ) = x+U = y+U，因此 x−y ∈ U。根据命

题 9.1，X ⊆ X∪Y ⊆ aff(X∪Y )等价于 S ⊆ U，类似地 T ⊆ U。利用子空间的封闭性，〈x− y〉+S+T ⊆ U，

从而 x+ (〈x− y〉+ S + T ) ⊆ x+ U = aff(X ∪ Y )；另一方面，容易验证 x+ (〈x− y〉+ S + T )是包含 X

和 Y 的平坦，因此 aff(X ∪ Y ) ⊆ x+ (〈x− y〉+ S + T )。综上，

X ∨ Y = aff(X ∪ Y ) = x+ (〈x− y〉+ S + T ) = aff{x, y}+ S + T. (9.3.7)

当 X ∩ Y 6= ∅时，那么对于交集内的元素，存在 s ∈ S 和 t ∈ T 使得 x+ s = y + t，即 〈x− y〉 ⊆ S + T，

此时可将表达式简化为 X ∨ Y = x+ (S + T )。

根据此结果，我们可以很方便地讨论两个平坦的并集的维数。

推论 9.1

♥

设 X = x+ S 和 Y = y + T 为 V 的平坦。

1. 若 X ∩ Y 6= ∅，则 dim(X ∨ Y ) = dim(S + T ) = dim(X) + dim(Y )− dim(X ∩ Y )；

2. 若 X ∩ Y = ∅，则 dim(X ∨ Y ) = dim(S + T ) + 1。

证明

1. 根据定理 2.7、推论 3.2和定理 9.3，此时 dim(X ∨ Y ) = dim(S + T ) = dim(S) + dim(T )− dim(S ∩ T )；
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9.4 仿射无关

2. 考虑 v ∈ 〈x− y〉 ∩ (S + T )，那么存在 r ∈ F 以及 s ∈ S 和 t ∈ T，使得 v = r(x − y) = s + t。假设

r 6= 0，那么 x− s/r ∈ x+ S = X 且 y + t/r ∈ y + T = Y，这意味着 X ∩ Y 6= ∅，矛盾。因此 r = 0，即

〈x− y〉 ∩ (S + T ) = {0}，进而根据定理 2.7、推论 3.2和定理 9.3，此时

dim(X ∨ Y ) = dim(〈x− y〉) + dim(S + T )− dim(〈x− y〉) = dim(S + T ) + 1. (9.3.8)

9.4 仿射无关
对应于向量的线性无关，也存在仿射无关的概念。

定理 9.4 (仿射无关)

♥

设 X 为 V 的一个非空子集，则以下表述等价：

1. 对于所有 x ∈ X，集合 (X − x)\{0}线性无关；
2. 对于所有 x ∈ X，x /∈ aff(X\{x})；
3. 对于任意向量 xi ∈ X，

n∑
i=1

rixi = 0 and
n∑

i=1

ri = 0 =⇒ ri = 0 for all i = 1, · · · , n. (9.4.1)

4. 对于所有 X 中向量的仿射组合，
n∑

i=1

rixi =

n∑
i=1

sixi =⇒ ri = si for all i = 1, · · · , n. (9.4.2)

5. 当 X = {x1, · · · , xn}有限时，dim(aff(X)) = n− 1。

称满足上述任一条件的集合 X 为仿射无关的（affinely independent）。

证明

1. 若表述 1 成立，假设存在 x ∈ X 使得 x ∈ aff(X\{x})，即存在不等于 x 的 xi ∈ X 和 ri ∈ F，使得

x =
∑n

i=1 rixi，其中
∑n

i=1 ri = 1，因此至少一个 ri 非零。移项得
∑n

i=1 ri(xi − x) = 0，可见向量集

{x1 − x, · · · , xn − x}线性相关，矛盾。故 x /∈ aff(X\{x})对所有 x ∈ X 成立，即表述 2成立；
2. 若表述 2成立，那么对于任意 xi ∈ X以及和为 0的系数 ri ∈ F，当

∑n
i=1 rixi = 0时，假设存在 ri 6= 0，那么

xi =
∑

j ̸=i(−rj/ri)xj。注意到
∑

j ̸=i(−rj/ri) = −(−ri)/ri = 1且 xj 6= xi (j 6= i)，因此 xi ∈ aff(X\{xi})，
矛盾。这意味着所有 ri 均为零，表述 3成立；

3. 若表述 3成立，将表述 4改写为
∑n

i=1(ri − si)xi = 0，则其显然成立；

4. 若表述 4 成立，根据定理 9.2，aff(X) = x1 + span(X − x1) = x1 + span((X − x1)\{0})。假设向量集
(X − x1)\{0}线性相关，即存在不全为零 ri ∈ F 使得

∑n
i=2 ri(xi − x1) = 0，不妨设 ri 6= 0，那么

xi = x1 −
∑
j ̸=i

rj
ri
(xj − x1) =

Ñ
1 +

∑
j ̸=i

rj
ri

é
x1 −

∑
j ̸=i

rj
ri
xj ∈ aff(X), (9.4.3)

但等式两侧 xi的系数不同，矛盾。因此 (X − x1)\{0}线性无关，进而 dim(aff(X)) = n− 1，表述 5成立；
5. 若表述 5 成立，假设存在 x ∈ X 使得 (X − x)\{0} 线性相关，即存在不全为零的 ri ∈ F 和 xi ∈ X 使

得
∑n

i=1 ri(xi − x) = 0。那么在有限子集 X ′ = {x, x1, · · · , xn} 中，根据定理 9.2，n = dim(aff(X ′)) =

dim(span(X ′ − x)) < |(X ′ − x)\{0}| = n，矛盾。因此 (X − x)\{0}对所有 x ∈ X 成立，即表述 1成立。
类比向量空间中基的概念，对于平坦 A = x+ S，若其子集 B仿射无关且 aff(B) = A，则称 B为 A的仿射

基（affine basis）。从几何上看，由于仿射子空间是过原点的“平面”经平移得到的“平面”，因此仿射基对应平
移前该子空间内一组基。下面我们对这一直觉进行严格的描述与证明。
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9.5 仿射变换

定理 9.5

♥

设 A = x+ S 为 n维平坦，B = (x1, · · · , xn)为 S 的一组有序基，(B + x) ∪ {x}为 A的有序仿射基，则

每个 v ∈ A具有唯一仿射组合表示

v = r1(x1 + x) + · · ·+ rn(xn + x) + rn+1x, (9.4.4)

系数 ri 称为 v关于有序仿射基 B的重心坐标（barycentric coordinate）。

证明 对于任意 v ∈ A，存在唯一的 ri ∈ F 使得 v − x =
∑n

i=1 rixi ∈ S，或者等价地写为 v =
∑n

i=1 ri(xi + x) +

rn+1x ∈ aff((B + x) ∪ {x})，其中 rn+1 = 1−
∑n

i=1 ri。因此 A = aff((B + x) ∪ {x})，同时 (B + x) ∪ {x}的仿射
无关性由定理 9.4保证，因此 (B + x) ∪ {x}是 A的仿射基。

9.5 仿射变换

定义 9.6 (仿射变换)

♣

保持仿射组合的函数 f : V → V 称为仿射变换（affine transformation），即
n∑

i=1

ri = 1 =⇒ f

(
n∑

i=1

rixi

)
n∑

i=1

rif(xi). (9.5.1)

根据定义可以立即得到命题 9.2的对应结果。

命题 9.3

♠

若 F 的特征不为 2，则函数 f : V → V 是仿射变换当且仅当其保持每对点的仿射组合，即

f(rx+ (1− r)y) = rf(x) + (1− r)f(y). (9.5.2)

证明 充分性是显然的；必要性可通过归纳法采用与命题 9.2类似的讨论直接证明。

定义 9.7 (平移)

♣设 v ∈ V，则对于所有 v ∈ V，仿射映射 Tv : V → V, x 7→ x+ v称为沿 v的平移（translation by v）。

对于任意 τ ∈ L(V )，容易验证任意复合 Tv ◦ τ 是仿射的。有趣的是，任意仿射变换也具有此形式。

定理 9.6

♥
函数 f : V → V 是仿射变换当且仅当存在 v ∈ V 和 τ ∈ L(V )使得 f = Tv ◦ τ。

证明 必要性是显然的；对于充分性，设 f(0) = −z，取 τ = Tz ◦ f，那么对于任意 u, v ∈ V 和 r, s ∈ F

τ(ru+ sv) = (Tz ◦ f)(ru+ sv) = f(ru+ sv) + z = f(ru+ sv + (1− r − s) · 0) + z

= rf(u) + sf(v) + (1− r − s)(−z) + z = r(f(u) + z) + s(f(v) + z)

= r(Tz ◦ f)(u) + s(Tz ◦ f)(v) = rτ(u) + sτ(v),

(9.5.3)

因此 τ : V → V 是线性变换，进而 (T−z ◦ τ)(v) = τ(v)− z = f(v)对所有 v ∈ V 成立，故 f = T−z ◦ τ。

推论 9.2

♥

1. 两个仿射变换的复合是仿射变换；
2. 仿射变换 Tv ◦ τ 是双射当且仅当 τ 是双射；

3. V 上所有双射仿射变换构成的集合在映射复合下构成一个群，称为 V 的仿射群（affine group）。

79



第 10章 凸几何

在凸几何中，我们常常在 n维 Euclidean空间内处理问题，因此本章讨论的向量空间仅限于 Rn。尽管凸性

本身是纯代数性质，不过凸集本身不具有代数封闭的良好性质；在凸集上讨论更多的是一些特有的代数性质与

拓扑性质，例如极值表示、支撑与分离，其中前者与高维 Bell不等式的违背密切相关。
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10.1 代数性质

定义 10.1 (凸集)

♣
对于集合 A ⊆ Rn，若对于 x, y ∈ A和 α ∈ [0, 1]均有 (1− α)x+ αy ∈ A，则称其为凸的（convex）。

例 10.1
1. 对于不同的 x, y ∈ Rn，最简单的非平凡凸集是开线段（open segment）(x, y) = {(1− α)x+ αy|α ∈ (0, 1)}
和闭线段（close segment）[x, y] = {(1− α) + αy|α ∈ [0, 1]}。类似可定义半开线段 (x, y]和 [x, y)；

2. Rn中的平坦也是凸集。更具体地，给定线性形式 f 6= 0和某个 α ∈ R，则 {f = α}是凸的。若 {f = α}表
示超平面，则开半空间（open halfspace）{f < α}, {f > α}和闭半空间（close halfspace）也是凸集；

3. 定义 1.19中的开球与闭球也是凸的，并且在 B(x, r)的边界上添加任意子集得到的集合仍是凸的。

定义 10.2 (凸组合)

♣

设 k ∈ N，x1, · · · , xk ∈ Rn，并且 α1, · · · , αk ∈ [0, 1]，满足 α1 + · · ·+αk = 1，则 α1x1 + · · ·+αkxk 称为

点 x1, · · · , xk 的凸组合（convex combination）。

定理 10.1

♥集合 A ⊆ Rn 是凸集当且仅当 A中所有凸组合均在 A内。

证明 充分性是显然的；必要性可通过归纳法采用与命题 9.2类似的讨论直接证明。
根据先前的经验，代数结构的“生成”是一个极其重要的概念，例如闭包、生成向量空间（可以视为一种

“线性包”）、仿射包。采用类似的思路，在这里我们希望定义“凸包”。对于 Rn中的任意凸集族 {Ak|k ∈ K}，对
于其交集 ∩k∈KAk 内的任意两点 x和 y，由于 (1 − α)x + αy ∈ Ak 对所有 α ∈ [0, 1]和所有 k ∈ K 成立，因此

∩k∈KAk 也是凸集。特别地，对于给定的 A ⊆ Rn，所有包含 A的凸集的交集是凸的。由此可以引出如下定义。

定义 10.3 (凸包)

♣

对于 A ⊆ Rn，集合

conv(A) =
⋂

{C ⊆ Rn|A ⊆ C, C is convex} (10.1.1)

称为 A的凸包（convex hull）。



10.1 代数性质

注 若 A,B ⊆ Rn 且 A ⊆ B，由于 conv(A) 是包含 A 的最小凸包，因此 A ⊆ B ⊆ conv(B) 意味着 conv(A) ⊆
conv(B)；以后我们经常会用到此结论。此外还有 conv(∅) = ∅和 conv(Rn) = Rn。

类似定理 9.2，凸包不出意外地可由凸组合刻画。

定理 10.2

♥
对于 A ⊆ Rn，conv(A)是 A中向量的所有凸组合构成的集合。

证明 记 A中向量的所有凸组合构成的集合为 B。根据定理 10.1，A的凸包含有 A中向量的所有凸组合，因此

B ⊆ conv(A)。现在我们希望证明 B 是包含 A 的一个凸集，那么作为包含 A 的最小凸集，conv(A) ⊆ B。设

A = {xi|i ∈ I}，则对于任意 yi ∈ B，存在 βi,j ∈ [0, 1]满足
∑

j βi,j = 1，同时使得 yi =
∑

j si,jxj，因此凸组合

n∑
i=1

αiyi =
∑
i,j

αiβi,jxj ∈ B, where αiβi,j ∈ [0, 1] and
∑
i,j

αiβi,j =
∑
i

αi

∑
j

βi,j =
∑
i

αi = 1, (10.1.2)

因此 B 也是凸集，从而 conv(A) ⊆ B，结论得证。

注该定理的一个平凡结论是，A为凸集当且仅当 conv(A) = A，这实际上就是定理 10.1的内容。

定义 10.4 (Minkowski组合)

♣

对于集合 A,B ⊆ Rn 和 α, β ∈ R，定义

αA+ βB = {αx+ βy|x ∈ A, y ∈ B}. (10.1.3)

集合 αA+ βB 称为集合 A,B 的Minkowski组合（Minkowski combination），运算 +称为Minkowski加法
（Minkowski addition）。A与 B 的差集（difference）A−B 定义为 A+ (−B)。

命题 10.1

♠若 A,B ⊆ Rn 是凸集且 α, β ∈ R，则 αA+ βB 是凸集。

证明 任取 αA+ βB中的元素 αx1 + βy1和 αx2 + βy2，其中 x1, x2 ∈ A且 y1, y2 ∈ B。那么对于任意 λ ∈ [0, 1]，

λ(αx1+βy1)+ (1−λ)(αx2+βy2) = α[λx1+(1−λ)x2]+β[λy1+(1−λ)y2] ∈ αA+βB。可见 αA+βB为凸集。

命题 10.2

♠

设集合 A ⊆ Rn。

1. (α+ β)A ⊆ αA+ βA对所有 α, β ∈ R成立；
2. 若 A为凸集，则 αA+ βA = (α+ β)A对所有 α, β ≥ 0成立；

3. 若 (1− λ)A+ λA = A对所有 λ ∈ [0, 1]成立，则 A为凸集。

证明

1. 对于任意 a ∈ A，(α+ β)a = αa+ βa ∈ αA+ βA，即 (α+ β)A ⊆ αA+ βA；

2. 这里仅需证明反向包含成立。当A为凸集时，对于任意αx+βy ∈ αA+βA，容易看出 (αx+βy)/(α+β) ∈ A，

故 αA+ βA ⊆ (α+ β)A；

3. 对于任意 x, y ∈ A，(1− λ)x+ λy ∈ (1− λ)A+ λA = A，因此 A为凸集。

虽然上一章中我们未对仿射变换作过多讨论，但还是有必要介绍，因为其具有保凸的良好性质。

定理 10.3

♥

设 A ⊆ Rn 和 B ⊆ Rn 均为凸集，f : Rn → Rm 为仿射变换，则

f(A) = {f(x)|x ∈ A} and f−1(B) = {x ∈ Rn|f(x) ∈ B} (10.1.4)

均为凸集。

证明 对于 f(A)中的任意两个元素，存在 x, y ∈ A使其分别等于 f(x)和 f(y)。由于A为凸集，(1−λ)x+λy ∈ A
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10.1 代数性质

对所有 λ ∈ [0, 1]成立，从而 (1− λ)f(x) + λf(y) = f((1− λ)x+ λy) ∈ f(A)，故 f(A)为凸集；f−1(B)类似。

定义 10.5

♣

1. 有限多个闭半空间的交集称为多面体集（polyhedral set）；
2. 有限多个点 x1, · · · , xk ∈ Rn 的凸包称为（凸）多胞形（polytype）；
3. 仿射无关点集的凸包称为单纯形（simplex）。r-单纯形为 (r + 1)个仿射无关点的凸包。

注空集和全空间均为多面体集。根据 Heine-Borel定理 1.10，多胞形总是紧致集；多面体集是闭集，但可能无界。

定义 10.6 (顶点)

♣
若多胞形 P 内的点 x使得 P\{x}仍为凸集，则称其为顶点（vertex）。P 的顶点构成的集合记为 vert(P )。

定理 10.4

♥

设 P 为 Rn 中的多胞形，x1, · · · , xk ∈ Rn 为不同的点。

1. 若 P = conv{x1, · · · , xk}，则 x1 是 P 的顶点当且仅当 x1 /∈ conv{x2, · · · , xk}；
2. P 为其顶点的凸包。

证明

1. 若 x1 为 P 的顶点，则 P\{x1}是凸集且 x1 /∈ P\{x1}。根据凸包的定义，{x2, · · · , xk} ⊆ P\{x1}意味着
conv{x2, · · · , xk} ⊆ P\{x1}，因此 x1 = P\(P\{x1}) ∈ P\conv{x2, · · · , xk}，即 x1 /∈ conv{x2, · · · , xk}；
反之，若 x1 不是 P 的顶点，那么存在 a, b ∈ P\{x1}和 λ(0, 1)使得 x1 = (1− λ)a+ λb（否则 P\{x1}为
凸集，矛盾）。设凸组合 a =

∑k
i=1 αi, b =

∑k
i=1 βixi，那么 x1 = (1− λ)a+ λb =

∑k
i=1[(1− λ)αi + λβi]xi，

其中 0 ≤ (1−λ)αi+λβi ≤ (1−λ)+λ = 1对所有 i成立。当 α1 = β1 = 1时上式恒等，但此时 a = b = x1，

矛盾；因此 (1− λ)α1 + λβ1 ∈ [0, 1)，将其改写为 x1 = [1− (1− λ)α1 − λβ1]
−1
∑k

i=2[(1− λ)αi + λβi]xi ∈
conv{x2, · · · , xk}，结论得证；

2. 根据定义，设存在有点点集 A = {x1, · · · , xn} ∈ P 使得 P = conv(A)。若存在 xi ∈ P 使其可表示为其余

向量的凸组合，即 xi =
∑

j ̸=i βjxj。那么对于任意 x ∈ P，设其凸组合为 x =
∑k

i=1 αixi，我们有

x = αi

∑
j ̸=i

βjxj +
∑
j ̸=i

αjxj =
∑
j ̸=i

(αj + αiβj)xj ∈ conv(A\{xi}), (10.1.5)

从而 P ⊆ conv(A\{xi}) ⊆ conv(A) = P，即 P 为 A\{xi}的凸包。如此操作至多有限次，最终剩余点均为
P 的顶点，并且 P = conv(vert(P ))。

推论 10.1

♥
设M ⊆ Rn 是一个集合，x ∈ Rn\M。记 A = conv({x} ∪M)，则 A\{x}是凸的当且仅当 x /∈ conv(M)。

多胞形的性质在集合的基本运算下保持，即有如下结果。

命题 10.3

♠

若 P,Q为 Rn 中的多胞形，则以下集合也是多胞形：

1. conv(P ∪Q)和 P ∩Q；
2. αP + βQ对任意 α, β ∈ R；
3. f(P )对任意仿射变换 f : Rn → Rm。

证明

1. 由于 vert(P )∪ vert(Q) ⊆ P ∪Q，conv(vert(P )∪ vert(Q)) ⊆ conv(P ∪Q)；另一方面，对于任意 x ∈ P ∪Q，
根据定理 10.4，x可表示为 vert(P )或 vert(Q)的凸组合，进而可表示为 vert(P )∪vert(Q)的凸组合（多余的

向量补足系数 0），因此 P ∪Q ⊆ conv(vert(P )∪ vert(Q))，进而 conv(P ∪Q) ⊆ conv(vert(P )∪ vert(Q))。综
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10.2 组合性质

上，conv(P ∪Q) = conv(vert(P )∪ vert(Q))。多胞形的定义保证了 |vert(P ) ∪ vert(Q)| <∞，故 conv(P ∪Q)

也是多胞形。至于 P ∩Q，在第10.4节证明了多胞形与多面体集的等价性后该结论自然成立；
2. 由于 αvert(P ) + βvert(Q) ⊆ αP + βQ，因此根据命题 10.1，conv(αvert(P ) + βvert(Q)) ⊆ αP + βQ；另一

方面，对于任意 αx + βy ∈ αP + βQ，设 vert(P ) = {x1, · · · , xk}, vert(Q) = {y1, · · · , yl}，则存在凸组合
x =

∑k
i=1 αixi 和 y =

∑l
j=1 βjyj，使得

αx+ βy = α

Ñ
l∑

j=1

βj

é(
k∑

i=1

αixi

)
+ β

(
k∑

i=1

αi

)Ñ
l∑

j=1

βjyj

é
=
∑
i,j

αiβj(αxi + βyj) ∈ conv(αvert(P ) + βvert(Q)),

(10.1.6)

即 αP+βQ ⊆ conv(αvert(P )+βvert(Q))，反向包含成立。此时 |αvert(P ) + βvert(Q)| ≤ |vert(P )||vert(Q)| <
∞，即 αvert(P ) + βvert(Q)为有限集，故 αP + βQ为多胞形；

3. 由于 f(vert(P )) ⊆ f(P )，根据定理 10.3，conv(f(vert(P ))) ⊆ f(P )；另一方面，设 vert(P ) = {x1, · · · , xk}，
则对于任意 x ∈ P，存在凸组合 x =

∑k
i=1 αixi，使得 f(x) =

∑k
i=1 αif(xi) ∈ conv(f(vert(P )))，即

f(P ) ⊆ conv(f(vert(P )))，反向包含成立。此时 f(vert(P ))为有限集，故 f(P )为多胞形。

命题 10.4

♠

若 P 是仿射无关点 x0, · · · , xr 的凸包，则 P 是 r-单纯形，并且每个点 xi都是 P 的顶点。r-单纯形具有维
数 dim(P ) = r，这里维数定义为将该集合嵌入其仿射包后该仿射包的维数。

证明 根据定义，P 是 r-单纯形，因此必然为多胞形。记 X = {x0, · · · , xr}，根据定理 9.4，X 仿射无关意味着
xi /∈ aff(X\{xi})，显然有 xi /∈ conv(X\{xi})；因此利用定理 10.4，所有 xi 均为 P 的顶点，且 dim(P ) = r。

单纯形可通过凸组合的唯一性刻画。

定理 10.5

♥

凸集 A ⊆ Rn是单纯形当且仅当存在 x0, · · · , xk ∈ A，使得每个 x ∈ A具有作为 x0, · · · , xk 的凸组合的唯
一表示。

证明 若 A 为单纯形，那么存在仿射无关集 X = {x0, · · · , xk} ⊆ A 使得 A = conv(X)。根据定理 9.4，A 内
任意点的关于 X 的仿射组合唯一，进而关于 X 的凸组合唯一；反之当该表示存在时，首先利用 X ⊆ A 可知

A ⊆ conv(X) ⊆ A，即A = conv(X)；现在利用该表示的唯一性，假设存在 xi ∈ X使得 xi ∈ aff(X\{xi})，即存在
仿射组合 xi =

∑
j ̸=i rjxj。分别记指标集 J+ = {j 6= i|rj > 0}和 J− = {j 6= i|rj < 0}，并记 λ−1 =

∑
j∈J+ rj > 0，

那么 1−
∑

j∈J− rj = 1− (1−
∑

j∈J+ rj) = λ−1，同时唯一性要求以下的凸组合

λxi + λ
∑
j∈J−

(−rj)xj = λ
∑
j∈J+

rjxj (10.1.7)

中 xi 同系数，但 λ > 0且 i /∈ J±，矛盾。因此 xi /∈ aff(X\{xi})。根据定理 9.4，X 仿射无关，即 A是单纯形。

10.2 组合性质
凸几何中这一部分称为组合几何（combinatorial geometry），我们仅介绍其中最重要的三个定理。

定理 10.6 (Radon定理)

♥

设 x1, · · · , xm ∈ Rn 为仿射相关的点，则存在划分 {1, · · · ,m} = I ∪ J，其中 I ∩ J = ∅，使得

conv{xi|i ∈ I} ∩ conv{xj |j ∈ J} 6= ∅. (10.2.1)

证明 设 x1, · · · , xm ∈ Rn 仿射相关，那么根据定理 9.4，存在不全为零的 α1, · · · , αm ∈ R使得
∑m

i=1 αixi = 0

且
∑m

i=1 αi = 0。定义指标集 I = {i|αi ≥ 0}和 J = {1, · · · ,m}\I，显然 I ∩ J = ∅。记 λ−1 =
∑

j∈J(−αj) > 0，
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那么
∑

i∈I αi = −
∑

j∈J αj = λ−1，进而存在凸组合

λ
∑
i∈I

αi = λ
∑
j∈J

(−rj)αj =⇒ conv{xi|i ∈ I} ∩ conv{xj |j ∈ J} 6= ∅. (10.2.2)

Helly定理研究的是这样一类问题：若集族 {Ak|k ∈ K}中任意有限多集合都共享某种性质，那么是否所有
集合都共享这种性质？事实上，我们在第1章证明的闭区间套定理 1.11就是一例。下面我们仅针对特定性质讨论。

定理 10.7 (Helly定理)

♥

1. 设 A1, · · · , Am为 Rn中的凸集，其中m ≥ n+1。若集合 A1, · · · , Am中任意 (n+1)个均具有非空

交集，则 ∩m
i=1Ai 6= ∅；

2. 设 A = {Ak|k ∈ K}为 Rn中至少 (n+ 1)个紧凸集构成的集族。若 A中任意 (n+ 1)个集合均具有

非空交集，则 ∩k∈KAk 6= ∅。

证明

1. 我们对m−n进行归纳。当m−n = 1时，结论显然成立。当m−n ≥ 2时，假设结论对于A1, · · · , Am中任意

m−1个集合成立，那么对于任意 i = 1, · · · ,m，存在 xi ∈ ∩j ̸=iAj，并记X = {x1, · · · , xm}。若X仿射无关，

那么根据定理 9.4，dim(aff(X)) = m−1 ≥ n+1 > dim(Rn)，矛盾。因此X仿射无关。根据Radon定理 10.6，
存在指标集 I, J 满足 I ∪ J = {1, · · · ,m}且 I ∩ J = ∅，并使得交集 conv{xi|i ∈ I} ∩ conv{xj |j ∈ J}非空。
取该交集内的元素 x。注意到 I ∩J = ∅，则对于任意 i ∈ I和 j ∈ J，xi ∈ ∩k ̸=iAk = (∩k≠i,jAk)∩Aj ⊆ Aj，

进而 x ∈ conv{xi|i ∈ I} ⊆ Aj 对所有 j ∈ J 成立，因此 x ∈ ∩j∈JAj。类似地，x ∈ ∩i∈IAi，最后得到

x ∈ (∩i∈IAi) ∩ (∩j∈JAj) = ∩m
i=1Ai，即 ∩m

i=1Ai 6= ∅；
2. 根据上一条结论，集族A内任意有限多集合的交集非空。根据 Heine-Borel定理 1.10，Ak 是有界闭集。假

设 ∩k∈KAk = ∅，那么 ∪k∈KA
c
k = Rn 构成 Rn 的一个开覆盖。由于任意集合 A ∈ A紧致，存在有限指标

集 K0 使得 A ⊆ ∪k∈K0
Ac

k 对所有 k ∈ K 成立，即 ∩k∈K0
Ak ⊆ Ac。但此时有限交集 (∩k∈K0

Ak) ∩ A = ∅，
矛盾。因此 ∩k∈KAk 6= ∅，结论得证。

注上述第二条结论中紧致性是必要的。考虑 R上的开线段 An = (−1/n, 1− 1/n)。那么对于任意两条不同的开

线段 An和 Am，不妨设 n < m，那么 An ∩Am = (−1/m, 1− 1/n) 6= ∅；但是 ∩n
k=1Ak = (−1/n, 0)。对于任意

正数 ε，由 Archimedean性质1.19，存在自然数 n0 使得 −ε < −1/n0，即 −ε /∈ ∩∞
n=n0

An，进而 ∩∞
n=1An = ∅。

定理 10.8 (Carathéodory定理)

♥

对于集合 A ⊆ Rn 和 x ∈ Rn，以下两种表述等价：

1. x ∈ conv(A)；
2. 对于某个 r ∈ {0, · · · , n}，存在一个顶点在 A上的 r-单纯形 P，使得 x ∈ P。

证明 对于必要性，vert(P ) ⊆ A意味着 x ∈ P = conv(vert(P )) ⊆ conv(A)；对于充分性，存在 x1, · · · , xk ∈ A使

得 x可表示为凸组合
∑k

i=1 αixi。对于满足上述条件的全体自然数构成的集合，根据定理 1.7，其中必然存在一
个最小自然数 k，此时任意 (k − 1)个点的凸包不包含 x，希望证明这 k个点仿射无关。

假设其仿射相关，即存在不全为零的 β1, · · · , βk ∈ R使得
∑k

i=1 βkxi = 0且
∑k

i=1 βi = 0。那么存在非空指

标集 J = {i|βi > 0}，从中选择指标 j0 使得 αj0/βj0 = minj∈J(αj/βj)，进而可构造

x = x− αj0

βj0

k∑
i=1

βixi =
∑
i ̸=j0

Å
αi −

αj0

βj0
βi

ã
xi, (10.2.3)

其中 αi − αj0βi/βj0 ≥ 0对任意 i成立，并且
∑k

i=1(αi − αj0βi/βj0) = 1− 0 = 1，因此 x可由 (k − 1)个非零向

表示，这与 k的极小性矛盾。因此 x1, · · · , xk 仿射无关，此时 P = conv{x1, · · · , xk}是包含 x的一个单纯形。

注上述定理表明，若 x是仿射相关点 x1, · · · , xk的凸组合，则至少有一个点是冗余的。重复此操作有限次，我们
可得到 x作为 {x1, · · · , xk}的仿射无关子集的凸组合表示。特别地，A ⊆ Rn的凸包内任一点是A中至多 (n+1)

个点的凸组合。显然，这些点的选择依赖于 x。
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10.3 拓扑性质
尽管凸性是纯代数性质，但该性质仍然带来了一些特别的拓扑结果。

命题 10.5

♠

若对于整数 k ∈ {1, · · · , n}，P = conv{x0, · · · , xk}是 Rn 中的一个 k-单纯形，则其相对内部a

relint(P ) = {α0x0 + · · ·+ αkxk ∈ Rn|αi ∈ (0, 1), α0 + · · ·+ αk = 1}. (10.3.1)

特别地，(x0 + · · ·+ xk)/(k + 1) ∈ relint(P )。

a集合 A的相对内部 relint(A)定义为将 aff(A)的基底子空间视为整个向量空间时 A的内部

证明 记 P 的基底子空间为 S = aff(P ) − x0，si = xi − x0 对所有 1 ≤ i ≤ k成立。根据定理 9.4，{x0, · · · , xk}
的仿射无关性要求 B = {s1, · · · , sk}线性无关，那么 B构成 S 的一组基，此时等价于证明

relint(P ) = {α1s1 + · · ·+ αksk ∈ S|αi ∈ (0, 1), α1 + · · ·+ αk ∈ (0, 1)}. (10.3.2)

考虑(2.3.2)式定义的坐标映射 φB，其为向量空间之间的同构。对于任意 x =
∑k

i=1 αisi, y =
∑k

i=1 βisi ∈ S 以及

正数 ε，当
∑k

i=1 |αi − βi|2 < ε2/(
∑k

i=1 ‖si‖
2
)时，由 Cauchy-Schwarz不等式，

‖x− y‖ =

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

(αi − βi)si

∥∥∥∥∥ ≤
k∑

i=1

|αi − βi|‖si‖ ≤

(
k∑

i=1

|αi − βi|2
)1/2( k∑

i=1

‖si‖2
)1/2

< ε. (10.3.3)

根据命题 1.16，φ−1
B : Rk → S 是连续的，从而 φB 是同胚（参见定义 A.9）。对于任意 x ∈ φB(relint(P ))，存

在 S 内的开球 B(φ−1
B (x), r) ⊆ P − x0，根据命题 1.17，存在 x 的邻域 U ⊆ φB(B(φ−1(x), r)) ⊆ φB(P − x0)，

即 x ∈ relint(φB(P − x0))，从而 φB(relint(P )) ⊆ relint(φB(P − x0))；反之对于任意 x ∈ relint(φB(P − x0))，存

在开球 B′(x, r) ⊆ φB(P − x0)，根据命题 1.17，存在包含 φ−1
B (x) 的邻域 V ⊆ φ−1

B (B′(φ−1
B , r)) ⊆ P − x0，即

φ−1
B (x) ∈ relint(P )，从而 relint(φB(P − x0)) ⊆ φB(relint(P ))。因此

φB(relint(P )) = relint(φB(P − x0)) = relint
{
(α1, · · · , αk) ∈ Rk|αi ∈ [0, 1], α1 + · · ·+ αk ∈ [0, 1]

}
. (10.3.4)

记集合 U =
{
(α1, · · · , αk) ∈ Rk|αi ∈ (0, 1), α1 + · · ·+ αk ∈ (0, 1)

}
。对于任意 x = (α1, · · · , αk) ∈ U，取正

数 ε 为 mini αi 和 (1 −
∑

i αi)/k 中的较小值。那么对于任意 y = (β1, · · · , βk) ∈ B(x, ε)，首先有 |βi − αi| ≤
(
∑

i |βi − αi|2)1/2 = ‖x− y‖ < ε对所有 i成立，因此 βi > αi− ε ≥ αi−mini αi ≥ 0，同时
∑

i βi <
∑

i(αi+ ε) ≤∑
i αi+(1−

∑
i αi) = 1，因此B(x, ε) ⊆ relint(φB(P−x0))；对于反向包含，设x = (α1, · · · , αk) ∈ relint(φB(P−x0))，

即存在开球 B(x, r) ⊆ φB(P − x0)。我们希望证明 αi > 0对所有 i成立，并且
∑

i αi < 1。假设存在 αi = 0，那

么 y = (α1, · · · , αi−1,−r/2, αi+1, · · · , αk) ∈ B(x, r)，但显然 y /∈ φB(P − x0)，矛盾，因此 αi > 0对所有 i成立；

假设
∑

i αi = 1，那么 y = (α1 + r/2
√
k, · · · , αk + r/2

√
k) ∈ B(x, r)，但显然

∑
i(αi + r/2

√
k) = 1+ r

√
k/2 > 1，

矛盾，因此
∑

i αi < 1。因此 αi ∈ (0, 1) 对所有 i 成立，并且
∑

i αi ∈ (0, 1)，即 relint(φB(P − x0)) ⊆ U。结

合(10.3.2)式，φB(relint(P )) = relint(φB(P − x0)) = U，即

relint(P ) = φ−1(U) =
{∑

i
αisi ∈ S|αi ∈ (0, 1),

∑
i
αi ∈ (0, 1)

}
. (10.3.5)

定理 10.9

♥
若非空子集 A ⊆ Rn 是凸的，则 relint(A) 6= ∅。

证明 根据 Carathéodory 定理 10.8，对于任意 x ∈ A，存在顶点在 A 上的单纯形 P 使得 x ∈ P，其中 P =

conv(vert(P )) ⊆ conv(A) = A。再根据命题 10.5，relint(P ) 非空，考虑 y ∈ relint(P )，那么存在包含 y 的邻域

U ⊆ P ⊆ A，故 y ∈ relint(A)，即 relint(A) 6= ∅。
上述定理说明，在研究给定凸集 A时，将其仿射包作为基底空间是有用的：尽管 A在全空间内未必具有内

点（例如 R3中 xOy平面上的圆），但其在仿射包中必然具有内点。因此，后文我们会不失一般性地假定 A（在

Rn 的某个子空间 Rk 中）内部非空。
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命题 10.6

♠
若 A ⊆ Rn 是凸的，并且 x ∈ cl(A), y ∈ relint(A)，则 [y, x) ∈ relint(A)。

证明 设 z = (1 − λ)x + λy，其中 λ ∈ (0, 1]。由于 x ∈ cl(A)，对于每个自然数 k，均存在 xk ∈ B(x, 1/k) ∩ A，
那么 (xk) → x。由于 y ∈ relint(A)，存在 aff(A)上的开球 B(y, r) ⊆ A。定义 Rn 内的序列 (yk)中每个元素为

yk = [z− (1−λ)xk]/λ，则 (yk) → y。因此存在 k0 ∈ N使得 yk ∈ B(y, r) ⊆ A对所有 k ≥ k0成立。根据命题 10.2，
z = (1− λ)xk + λyk ∈ (1− λ)xk + λB(x, 1/k) ⊆ (1− λ)A+ λA = A，因此 z ∈ relint(A)，即 [y, x) ⊆ relint(A)。

定理 10.10

♥
若 A ⊆ Rn 是（相对）开的，则 conv(A)是（相对）开的；若 A ⊆ Rn 是紧致的，则 conv(A)是紧致的。

证明

1. 对于任意 x ∈ conv(A)，根据 Carathéodory定理 10.8，存在仿射无关的点集 {x0, · · · , xr} ⊆ A使得 x可表示

为凸组合
∑r

i=0 αixi，其中 r ≤ n。由于 A在 aff(A)上是开集，故对于每个点 xi，存在开球 B(xi, ri) ⊆ A。

取 r = mini ri，那么 xi +B(0, r) ⊆ A对所有 i成立。对于任意 y ∈ B(0, r)，利用 conv(A)的凸性可知

x+ y =

r∑
i=0

αixi + y =

r∑
i=0

αi(xi + y) ∈ conv(A), (10.3.6)

因此 x ∈ x+B(0, r) ⊆ conv(A)，因此 conv(A)在 aff(A)上是开集；
2. 根据 Heine-Borel定理 1.10，A是有界闭集，即存在开球 B(x, r)使得 A ⊆ B(x, r)，根据定义有 conv(A) ⊆
B(x, r)，因此 conv(A) 有界；设 dim(aff(A)) = m，考虑 conv(A) 内一组收敛到 x 的序列 (xk)，根据

Carathéodory定理 10.8，对于每个 k ∈ N，存在 A中一组点 xk,0, · · · , xk,m 使得

xk = αk,0xk,0 + · · ·+ αk,nxk,m, where αk,i ∈ [0, 1] and
n∑

i=0

αk,i = 1. (10.3.7)

由于 A ⊆ Rn 和 [0, 1] 均紧致，根据 Bolzano-Weierstrass 定理 1.13，存在 {αk,0}k∈N 的一个子列收敛；在

该子列中，继续寻找 {xk,0}的收敛子列；重复这样的操作 (2k + 2)次，最后得到 N中的子列 (kr)r∈N 使

得所有 {αkr,j}r∈N 和 {xkr,j}r∈N 分别收敛到 βj ∈ [0, 1] 和 yj ∈ A，那么子列 {
∑m

i=0 αkr,jxkr,j}r∈N 收敛

到
∑m

j=0 βjyj。利用 R 上极限的线性性和单调性（定理 1.15），βj = limr αkr,j ∈ [0, 1] 对所有 j 成立，∑m
j=0 βj = limr

∑m
j=0 αkr,j = 1；再利用极限的唯一性（命题 1.10），x =

∑m
j=0 βjyj ∈ conv(A)，因此

conv(A)也是有界闭集。根据 Heine-Borel定理 1.10。
注特别地，上述定理表明，凸多胞形 P 是紧致的。

10.4 支撑与分离
凸集是包含其内所有元素及其凸组合的集合。在本节中，我们考虑凸集另一种具有对偶性质的描述：凸集

可从半空间的交集获得。为了得到这样的结果，所研究的凸集必须是闭集。

定理 10.11

♥

设 A ⊆ Rn 为非空闭凸集，那么对于每个 x ∈ Rn，存在唯一的点 p(A, x) ∈ A满足

‖p(A, x)− x‖ = inf
y∈A

‖y − x‖. (10.4.1)

证明 该定理的证明思路与定理 8.1类似，区别在于定理 8.1中研究的集合同时还是子空间，因此天然是闭集。显
然对于 x ∈ A，显然有 p(A, x) = x；对于 x /∈ A，由于 ‖y − x‖ ≥ 0对任意 y ∈ A成立，完备性公理 1.4要求
其下确界 d = infy∈A ‖y − x‖存在。另外，对于任意 y ∈ A，存在 r > ‖x− y‖ > 0使得 A ∩ B̄(x, r) 6= ∅，因
此 d ≤ infy∈A∩B̄(x,r) ‖y − x‖。另一方面，对于任意 ε > 0，存在 yϵ ∈ A ∩ B̄(x, ε)使得 ‖yϵ − x‖ < d + ε，因此

infy∈A∩B̄(x,r) ‖y − x‖ ≤ ‖yϵ − x‖ < d+ ε。综合上述结果，d = infy∈A∩B̄(x,r) ‖y − x‖。
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根据命题 1.24，A∩ B̄(x, r)是有界闭集，因此根据 Heine-Borel定理 1.10，A∩ B̄(x, r)是紧致的；再利用命

题 1.18和8.1，Rn 上范数的像
∥∥A ∩ B̄(x, r)

∥∥也是紧致的。根据极值定理 1.5，存在 y0 ∈ A ∩ B̄(x, r)使得

‖y0 − x‖ = inf
y∈A∩B̄(x,r)

‖y − x‖ = inf
y∈A

‖y − x‖. (10.4.2)

最后，假设存在 y1 6= y2 达到该下确界 d，根据凸性有 y0 = (y1 + y2)/2 ∈ A，那么

〈y2 − y0, y0 − x〉 = 1

4
〈(y2 − x)− (y1 − x), (y2 − x) + (y1 − x)〉 = 1

4
(‖y2 − x‖2 − ‖y1 − x‖2) = 0. (10.4.3)

由于 y1 6= y2，我们有 y2 6= y0，这意味着

‖y2 − x‖2 = ‖(y2 − y0) + (y0 − x)‖2 = ‖y2 − y0‖2 + ‖y0 − x‖2 ≥ ‖y0 − x‖ (10.4.4)

与 y2 达到下确界矛盾，因此达到下确界的 y0
∆
=== p(A, x) ∈ A唯一。

根据该定理，我们可引出度量投影的定义。

定义 10.7 (度量投影)

♣
映射 p(A, ·) : Rn → A称为到非空闭凸集 A ⊆ Rn 上的度量投影（metric projection）。

注事实上，最近邻点 p(A, x)的存在性关于所有闭集 A成立，而其唯一性则由 A的凸性保证。

定义 10.8

♣

设 A ⊆ Rn 是闭凸集，E = {f = α}为超平面，那么如果 A ∩ E 6= ∅且 A包含在两个闭半空间 {f ≤ α}
或 {f ≥ α}之一，则称 E 为 A的支撑超平面（supporting hyperplane）。包含 A且以 A的支撑超平面为边

界的半空间称为 A的支撑半空间（supporting halfspace）；集合 A ∩ E 称为支撑集（supporting set），并且
任意 x ∈ A ∩ E 称为支撑点（supporting point）。若 E 是 A的支撑超平面，我们简称 E 支撑 A。

例 10.2集合 A =
{
(a, b) ∈ R2|b ≥ a−1, a > 0

}
是闭凸集；直线 g = {a+ b = 2}是支撑直线，但直线 {a = 0}和

{b = 0}不是。

定理 10.12

♥

设 A ⊆ Rn为非空闭凸集，x ∈ Rn\A，那么通过 p(A, x)且正交于 x− p(A, x)的超平面 E 支撑 A。此外，

以 E 为边界且不包含 x的半空间 H 是一个支撑半空间。

证明 若 x ∈ E，那么 p(A, x) ∈ E 意味着其线性形式 x − p(A, x) ∈ E；另一方面，已知 (x − p(A, x))⊥E，那
么 〈x− p(A, x), x− p(A, x)〉 = 0意味着 x = p(A, x) ∈ A ∩ E ⊆ A，矛盾。对于 x /∈ E，通过内积定义线性泛

函 f : Rn → R为 f(y) = 〈y, x− p(A, x)〉。记 α = 〈p(A, x), x− p(A, x)〉，那么通过 p(A, x)且正交于 x− p(A, x)

的向量集为 E = {y ∈ Rn| 〈y − p(A, x), x− p(A, x)〉 = 0} = {f = α}。根据定理 9.1，容易验证 E是仿射封闭的，

因此 E 是平坦。通过 Gram-Schmidt增广过程（定理 5.6），可在 Rn中得到一组与 x正交的标准正交集；根据定

理 5.8，该集合基数为 n− 1，即 dim(E) = n− 1，因此 E 是超平面。

现在仅需证明 A ⊊ H。为了体现该结论的直观性，后续证明我们多通过几何图像进行说明，证明细节

请读者自行补全。假设存在点 y ∈ A 但 y /∈ H，由于 〈x− p(A, x), x− p(A, x)〉 > 0 且 x /∈ H，可证明

〈y − p(A, x), x− p(A, x)〉 > 0；从几何上看，x 与 H 被 E 分开，因此 y /∈ H 意味着 x 与 y 位于 E 同侧，进

而上述关于 x的投影点 p(A, x)的向量内积为正。设 x在通过 p(A, x)和 y上的闭线段投影为 ȳ，当 ȳ在 p(A, x)

和 y之间时，ȳ ∈ A且 x, p(A, x)与 ȳ构成直角三角形的顶点，其中 ȳ为垂足，因此 ‖x− p(A, x)‖ > ‖x− ȳ‖，但
这与 p(A, x)的极小性矛盾；当 y在 p(A, x)与 ȳ之间时，类似有 ‖x− p(A, x)‖ > ‖x− y‖，而这同样与 p(A, x)

的极小性矛盾。综上，只要 y ∈ A就有 y ∈ H，即 A ⊆ H。

推论 10.2

♥

每个非空闭凸真子集 A ⊊ Rn 都是所有包含 A的闭半空间的交集。更具体地，A是其所有支撑半空间的

交集。
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10.4 支撑与分离

证明 由于 A包含在其任一支撑半空间内，因此其在支撑半空间的交集 B 内。对于 x /∈ A，根据定理 10.12，存
在 x的支撑半空间 H 使得 x /∈ H，因此 Rn\A ⊆ Rn\B，即 B ⊆ A。

为了方便后续讨论，我们首先证明度量投影的连续性。

定理 10.13

♥
设 A ⊆ Rn 是非空凸集，那么对于任意 x, y ∈ Rn，‖p(A, x)− p(A, y)‖ ≤ ‖x− y‖。

证明 若 x ∈ A或 y ∈ A，那么 p(A, x) = x或 p(A, y) = y，定理 10.12使得该不等式立即成立；若 x /∈ A且 y /∈ A，

对于任意 z ∈ Rn 定义线性泛函 fx(z) = 〈z − p(A, x), x− p(A, x)〉，因此 fx(x) > 0；由于 x /∈ Hx，那么对于任

意 z ∈ Hx，fx(z) ≤ 0。类似定义 fy，从而 p(A, x), p(A, y) ∈ A意味着 fx(p(A, y)) ≤ 0, fy(p(A, x)) ≤ 0，因此

‖x− y‖2 = ‖(x− p(A, x)) + (p(A, y)− y)‖2 + ‖p(A, x)− p(A, y)‖2 − 2fx(p(A, y))− 2fy(p(A, x)), (10.4.5)

即 ‖x− y‖ ≥ ‖p(A, x)− p(A, y)‖对任意 x, y /∈ A成立。综上，结论得证。

定理 10.14 (支撑定理)

♥设 A ⊆ Rn 为闭凸集，那么通过 A的每个边界点均存在一个支撑超平面。

证明 对于任意给定的 x ∈ ∂A和任意自然数 k，存在 xk ∈ B(x, 1/k)满足 xk /∈ A，那么根据定理 10.13，

‖x− p(A, xk)‖ = ‖p(A, x)− p(A, xk)‖ ≤ ‖x− xk‖ < 1/k, (10.4.6)

即 xk, p(A, xk) ∈ B(x, 1/k) ⊆ B(x, 1)，因此直观上看，存在唯一边界点 yk ∈ B(x, 1)（证明留给读者）使得 xk介

于 p(A, xk)和 yk之间。对于过 p(A, xk)的支撑超平面Ek，由于 yk是 p(A, xk)与 xk的仿射组合，根据定理 10.12，
(x− p(A, xk))⊥Ek等价于 (yk − p(Ak))⊥Ek。对于超平面而言，与其正交的标准向量唯一（否则不构成极大标准

正交集），因此 p(A, yk) = p(A, xk)。根据 Bolzano-Weierstrass定理 1.13，实数列 (yk)存在收敛到某个 y 的子列

(ykr
)r∈N；利用度量投影的连续性（定理 10.13），p(A, ykr

) → p(A, y)，并且 p(A, ykr
) = p(A, xkr

) → p(A, x) = x；

由极限的唯一性（命题 1.10），x = p(A, y)。结合范数的连续性（命题 8.1），‖y − x‖ = limr ‖ykr
− x‖ = 1，因

此 x 6= y。换言之，存在 y /∈ A使得 x = p(A, y)，即过 x存在于 y − p(A, y)正交的支撑超平面，结论得证。

定义 10.9 (分离与真分离)

♣

对于两个集合 A,B ⊆ Rn 和超平面 E = {f = α}，若 A ⊆ {f ≤ α}, B ⊆ {f ≥ α}或 A ⊆ {f ≤ α}, B ⊆
{f ≤ α}两者之一成立，则称 E分离（seperate）A和 B。若存在分离超平面不同时包含 A和 B，则称凸

集 A和 B 可被真分离（properly seperate）。

定理定理 10.12说明闭凸集 A和点 x /∈ A可被超平面分离（甚至存在一个与 A和 x都要正距离的分离超平

面）。这一结果可推广到紧凸集 B 而不仅仅是单点集 {x}上。此外，支撑定理 10.14表明对于 A的每个边界点，

都存在一个超平面使其与 A分离。分离定理则提供了两个非空凸集真分离的充要条件。

定理 10.15 (分离定理)

♥
设 A,B ⊆ Rn 为 Rn 中的非空凸集，则 relint(A) ∩ relint(B) = ∅当且仅当 A和 B 可被真分离。

结合该定理之前的一小段讨论，我们已经能接受该结论在直观上的正确性。有鉴于此，我们在这里仅给出

结果，不再对其进行严格证明。如果对详细的推导有兴趣，请参见 [2]。以下推论同样仅给出结果

推论 10.3 (强分离)

♥

设 A,B ⊆ Rn 是凸集，此外 A是闭集、B 是紧致集，并且 A ∩ B = ∅，则存在超平面 {f = γ}和 ε > 0

使得 A ⊆ {f ≥ γ + ε}且 B ⊆ {f ≤ γ − ε}。此时称 A和 B 被超平面 {f = γ}强分离（strongly seperate）。

注注意这里紧致性的要求是必须的，这是为了防止 A和 B在渐近情形不可强分离。例如 A = {(x, y) ∈ R2 : y ⩾
ex}和 B = {(x, y) : y ⩽ 0}均为非空闭凸集，但只存在分离直线 {(x, y) : y = 0}，不存在可强分离的直线。
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10.5 极值表示

在本节的最后，我们讨论凸多胞形与多面体集的等价性。我们先从支撑集的维数特征入手。

定义 10.10 (边和面)

♣

若闭凸集 A ⊆ Rn 的支撑集 F 的维数 dim(F ) = k ∈ {0, · · · , n− 1}，则称其为 k-支撑集（k-support）。A
的 1-支撑集称为边（edge），(n− 1)-支撑集称为（facet）；有时也称 A的 (dim(A)− 1)-支撑集为 A的面。

定理 10.16

♥
多胞形 P ⊆ Rn 的 0-支撑集恰好是单点集 {x}，其中 x ∈ vert(P )。

证明 对于充分性，存在支撑超平面 {f = β}使得 P ⊆ {f ≤ β}且 P ∩ {f = β} = {x}。由于开半平面是凸集，
故 P\{x} = P ∩ {f < β}也是凸集，因此 x ∈ |(P )。
反之设 vert(P )\{x} = {x1, · · · , xk} (k ≥ 1)。那么根据定理 10.4，x /∈ conv{x1, · · · , xk}

∆
=== Q。假设 x1 ∈

conv{x2, · · · , xk}，那么 x1不是 P 的顶点，矛盾。因此 {x1, · · · , xk} ⊆ vert(Q)。若存在 x ∈ vert(Q)\{x1, · · · , xk}，
则 x /∈ conv{x1, · · · , xk} = Q，矛盾。综上，vert(Q) = conv{x1, · · · , xk}，进而Q也是闭凸集。根据定理 1.14，存
在通过 p(Q, x)且正交于 x− p(Q, x)的支撑超平面 {f = α}且 Q ⊆ {f ≤ α}，同时记 β = f(x) > α。设 y ∈ P，

那么存在 αi ∈ [0, 1]满足
∑k+1

i=1 αi = 1，使得

y =

k∑
i=1

αixi + αk+1x =⇒ f(y) =

k∑
i=1

αif(xi) + αk+1f(x) ≤
k∑

i=1

αiα+ αk+1β ≤ β, (10.4.7)

等号成立当且仅当 αk+1 = 1，即 y = x。因此 {f ≤ β}是支撑半空间，且 P ∩ {f = β} = {x}，可见 {x}是 P 的

一个 0-支撑集。
注出于这种考虑，后面我们不再严格区分 0-支撑集和顶点，尽管前者是单点集、后者单纯是点。

定理 10.17

♥
设 P ⊆ Rn 是具有顶点 vert(P ) = {x1, · · · , xk}的多胞形，F 是 P 的支撑集，则 F = conv{xi|xi ∈ F}。

证明 设 F = P ∩ {f = α} 且 P ⊆ {f ≤ α}。假设不存在 xi ∈ F，即 f(xi) < α 对所有 i 成立；那么对于

任意 x ∈ P，其凸组合
∑k

i=1 αixi 满足 f(x) =
∑k

i=1 αif(xi) < α，即 F = P ∩ {f = α} = ∅，这与支撑定
理 10.14矛盾。因此恰当重排指标后，存在某个 m ∈ {1, · · · , k} 使得 x1, · · · , xm ∈ F，并且 xm+1, · · · , xk /∈
F。不妨设 f(xi) = α − δi (i = m + 1, · · · , k)，其中 δi > 0。对于任意 x ∈ P，其凸组合

∑k
i=1 αixi 满足

f(x) =
∑m

i=1 αif(xi) = α −
∑k

i=m+1 αiδi ≤ α，等号成立当且仅当 αi = 0对所有 i = m + 1, · · · , k成立。因此
F = conv{x1, · · · , xm} = conv{xi|xi ∈ F}。
注特别地，上述定理表明，多胞形 P 的支撑集也是由 vert(P )组成的多胞形，因此 P 只存在有限多支撑集。

综合以上分析，我们最终可以得到多胞形是多面体集这一重要结论。考虑到其严格推导较为冗杂，这里我

们仅了解定理内容，对证明感兴趣的读者可参见 [2]。

定理 10.18

♥每个多胞形 P ⊆ Rn 都是多面体集。

10.5 极值表示
在先前的内容中，我们已经看到闭凸集 A ⊆ Rn 存在一种平凡表示：A是所有包含 A的闭凸集的交集，即

A = conv(A)；该表示可改进为一种非平凡表示：A是所有 A的支撑半空间的交集。因此，讨论如何寻找一个尽

可能小的真子集 B ⊆ A使得 A = conv(B)是很自然的，而这是一个非平凡问题。尽管存在一些关于一般闭凸集

的普遍结果，我们还是仅将注意力放在紧致情形，此时我们可以得到该问题的一个简单解。
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10.5 极值表示

定义 10.11 (极值点)

♣

设 A ⊆ Rn 是闭凸集，若点 x ∈ A 不能表示为 A 中点的非平凡凸组合，即对于 y, z ∈ A 和 α(0, 1)，

x = αy + (1 − α)z 必然给出 x = y = z，则称其为 A的极值点（extreme point）。A中所有极值点的集合
记为 ext(A)。

注为了对极值点有直观理解，容易证明 ext(A) 6= ∅当且仅当集合 A ⊆ Rn不包含任意直线（参见笔记《Convex
Geometry》）。特别地，若 A是闭半空间且 n ≥ 2，则 ext(A) = ∅。

命题 10.7

♠
若 {x}是 A的一个支撑集，则 x ∈ ext(A)。

证明 设 {x} = A ∩ {f = β}且 A ⊆ {f ≤ β}，并且存在 y, z ∈ A使得 x = αy + (1− α)z对某个 α ∈ (0, 1)成立。

那么 f(x) = αf(y) + (1− α)f(z) ≤ β，等号成立当且仅当 f(y) = f(z) = η，即 y, z ∈ A∩ {f = β} = {x}。因此
y = z = x，这意味着 x ∈ ext(A)。
注反之该结论并不成立。考虑类似 400米跑道的图形围成的闭凸集，那么从“直道”到“弯道”的曲率变化点
是极值点，但它不是支撑集。这引出了如下定义。

定义 10.12 (暴露点)

♣

设 A ⊆ Rn 为闭凸集，若点 x ∈ A构成的单点集 {x}是 A的一个 0-支撑集，则称其为暴露点（exposed
point）。A的暴露点集合记为 exp(A)。

注根据命题 10.7，exp(A) ⊆ ext(A)。

命题 10.8

♠
对于凸集 A内的点 x，x ∈ ext(A)当且仅当 A\{x}是凸集。

证明 对于充分性，考虑任意 y, z ∈ A\{x}，假设存在 α ∈ [0, 1]使得 x = αy + (1 − α)z。根据定义，α ∈ (0, 1)

时 y = z = x；α = 0和 1时分别有 z = x和 y = x。以上情况均与 y, z ∈ A\{x}矛盾，因此 y, z 的任意凸组合

在 A\{x}内，即 A\{x}为凸集；反之若存在 y, z ∈ A和 α ∈ (0, 1)使得 x = αy + (1− α)z，假设 y, z ∈ A\{x}，
那么 A\{x}的凸性要求 x ∈ A\{x}，矛盾。因此 y和 z中至少有一个等于 x，进而 y = z = x，故 x ∈ ext(A)。

根据此结论，对于多胞形P，其顶点恰好为极值点，即 vert(P ) = ext(P )。因此根据定理 10.4，P = conv(vert(P ))
= conv(ext(P ))。尽管对于一般的凸紧集K，前者通常不成立，但K = conv(K)仍成立。

定理 10.19 (Minkowski定理)

♥
设K ⊆ Rn 是凸紧集，A ⊆ K，则K = conv(A)当且仅当 ext(K) ⊆ A。特别地，K = conv(ext(K))。

证明 首先 A ⊆ K 自然给出 conv(A) ⊆ K，因此仅需证明反向包含。若 K ⊆ conv(A)，那么对于任意 x ∈
ext(K) ⊆ K，存在凸组合 x = αy + (1− α)z，其中 y, z ∈ A。假设存在 x /∈ A，那么 α ∈ (0, 1)，极值点的定义

要求 x = y = z ∈ A，矛盾。因此 ext(K) ⊆ A；反之若 ext(K) ⊆ A，对 n采用归纳假设证明该结论。

当 n = 1时，由于K紧致，根据极值定理 1.5，存在 a, b ∈ K使得 a = inf(K)且 b = sup(K)，因此 a ≤ x ≤ b

对任意 x ∈ K 成立。容易证明 a, b ∈ ext(K)，因此K ⊆ [a, b] ⊆ ext(K) ⊆ A ⊆ conv(A)。假设结论在 Rn−1 上成

立，考虑 x ∈ K 和任意过 x的直线 g。由于 K 紧致，根据 Heine-Borel定理 1.10，K 为有界闭集，因此 g ∩K
有界；对于 g ∩K 内任意收敛到 x的序列 (xn)，首先 x ∈ K；利用收敛的线性性定理 1.15，x ∈ g，进而 g ∩K
也是有界闭集。根据极值定理 1.5，存在 y, z ∈ g ∩K 使其在 g 上关于给定的 x1, x2 ∈ g 的仿射组合系数分别取

最小值和最大值，因此 g ∩ K ⊆ [y, z]；g ∩ K 的凸性要求 [y, z] ⊆ g ∩ K，因此 g ∩ K = [y, z]，并且容易证明

y, z ∈ ∂K。因此根据支撑定理 10.14，y, z为支撑点，相应的支撑超平面分别记为Ey和Ez，则 y ∈ K∩Ey
∆
=== K1

且 z ∈ K ∩ Ez
∆
=== K2，其中 dim(Ey) = dim(Ez) = n− 1。
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10.5 极值表示

根据归纳假设，凸紧集K1 = conv(ext(K1))且K2 = conv(ext(K2))。对于任意x′ ∈ ext(K1)，若存在 y′, z′ ∈ K1

和 α ∈ (0, 1)使得 x′ = αy′ + (1− α)z′，假设 y′ 和 z′ 至少有一个不在K\K1 内。不妨设 y′ ∈ K\K1 = K ∩ Ec
y，

利用超平面的线性容易证明 x′ ∈ K ∩ Ec
y，矛盾。因此 y′, z′ ∈ K1，进而极值点的定义要求 x′ = y′ = z′，这

意味着 ext(K1) ⊆ ext(K)；类似地 ext(K2) ⊆ ext(K)。注意到 K1 可表示为 ext(K1) 的凸组合，因此可表示为

ext(K1) ∪ ext(K2) ⊆ ext(K)的凸组合，即K1 ⊆ conv(ext(K))；类似地K2 ⊆ conv(ext(K))，进而

x ∈ [y, z] = conv{y, z} ⊆ conv(K1 ∪K2) ⊆ conv(ext(K)) ⊆ conv(A) ⊆ conv(K) = K. (10.5.1)

利用 x ∈ K 的任意性，此时K = conv(A) = conv(ext(K))。因此对于任意自然数 n，该结论成立。

推论 10.4

♥
设 P ⊆ Rn 是凸紧集，则 P 是多胞形当且仅当 ext(P )有限。

证明 若P 为多胞形，根据命题 10.8后的讨论，ext(P )有限；反之若 ext(P )有限，根据定理 10.19，K = conv(ext(P ))
是有限多个点的凸包，因此K 为多胞形。

有了上述结果，现在我们可以补充定理 10.18的反向结论，从而证明多胞形与有界多面体集的等价性。

定理 10.20

♥设 P ⊆ Rn 为有界多面体集，则 P 是多胞形。

证明 显然 P 是凸紧集，根据推论 10.4，此时仅需证明 ext(P )有限。设 x ∈ ext(P )，并且 P = ∩k
i=1Hi，其中Hi

是以超平面 Ei 为边界的闭半空间。考虑凸集

D =

k⋂
i=1

Ai, where Ai =

Ei, if x ∈ Ei,

relint(Hi), if x /∈ Ei.
(10.5.2)

若 x ∈ ∩k
i=1Ei，那么根据定理 9.3，D 也是仿射子空间。假设存在不同于 x的点 y ∈ D，则其仿射组合也在 D

内。结合极值点定义 10.11后的讨论，此时 ext(P ) = ∅，矛盾。因此 D = {x}；若存在 Ai = relint(Hi)，那么

Ei ∩ relint(Hj)与 relint(Hi) ∩ relint(Hj)是相对开的，进而 D是相对开的。假设 dim(D) > 0，则在 aff(D)上存

在 B(x, ε) ⊆ D，设 B̄(x, ε/2)与通过 x的直线相交于 y, z，则 x = (y + z)/2，这与 x ∈ ext(P )矛盾。因此无论
在上述何种情况下，均有 D = {x}。由于 D的可能数目有限（不超过 2k），ext(P )也有限，结论得证。

推论 10.5

♥有限多个多胞形的交集仍为多胞形。

最后，在Minkowski定理 10.19中，若将 ext(K)替换为 exp(K)，则结论通常不成立。即使在平面中，凸紧

集的暴露点集的凸包也未必紧致；不过该凸包的闭包可还原为K。

定理 10.21

♥
设K ⊆ Rn 是凸紧集，则K = cl(conv(exp(K)))。

证明 假设 K 不是单点集。由于 K 紧致，根据极值定理 1.5和命题 8.1，对于每个 x ∈ Rn，存在 yx ∈ K 使

得 ‖yx − x‖ = supy∈K ‖y − x‖。若 yx ∈ relint(K)，则存在 aff(K) 上的 B(y, ε) ⊆ K。那么存在不同于 y 的

yϵ ∈ B(x, ε)，使得 yx 是 yε 和 x的凸组合，从而 ‖yϵ − x‖ > ‖yx − x‖，这与 yx 的极大性矛盾。因此 yx ∈ ∂K。

对于通过 yx 且与 yx − x正交的超平面 E，若存在其他的 y ∈ E ∩K，那么

‖x− y‖2 = ‖(x− yx) + (yx − y)‖2 = ‖x− yx‖2 + ‖yx − y‖2 > ‖x− yx‖2, (10.5.3)

这与 yx 的极大性矛盾，因此 E ∩ K = {yx}，进而 E 是 K 的支撑超平面，故 yx ∈ exp(K)。根据前述分析，

{yx|x ∈ Rn} ⊆ exp(K) ⊆ K，因此 K̂
∆
=== cl({yx|x ∈ Rn}) ⊆ K。由于 K 紧致且 K̂ 有界，根据 Heine-Borel定

理 1.10，K̂ 紧致。后续证明稍微有些琐碎，易懂但书写较为麻烦，故再次略去，详见 [2]。
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第 11章 测度
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11.1 代数与 σ-代数

定义 11.1 (代数)

♣

设 X 为任意集合，若 X 的子集族（collection）A 满足

1. X ∈ A；

2. 对每个集合 A ∈ A，集合 Ac ∈ A；

3. 对每个有限集合序列 A1, · · · , An ∈ A，集合 ∪n
i=1Ai ∈ A；

4. 对每个有限集合序列 A1, · · · , An ∈ A，集合 ∩n
i=1Ai ∈ A；

则称 A 是 X 上的代数（algebra）。

注事实上，代数 A 关于取补集操作的封闭性表明，定义中X ∈ A 的要求与 ∅ ∈ A 是等价的；并且 A 关于有

限交集和有限并集操作的封闭性是等价的，因此两者取其一作为定义即可。

定义 11.2 (σ-代数)

♣

设 X 为任意集合，若 X 的子集族（collection）A 满足

1. X ∈ A；

2. 对每个集合 A ∈ A，集合 Ac ∈ A；

3. 对 A 中每个无穷集合序列 {Ai}，集合 ∪∞
i=1Ai ∈ A；

4. 对 A 中每个无穷集合序列 {Ai}，集合 ∩∞
i=1Ai ∈ A；

则称 A 是 X 上的 σ-代数（σ-algebra）。

注类似地，关于 A 取补集操作的封闭性表明，定义中X ∈ A 的要求与 ∅ ∈ A 是等价的；并且 A 关于可数交

集和可数操作的封闭性是等价的，因此两者取其一作为定义即可。

定义 11.3 (可测性)

♣若 A 是集合 X 上的一个 σ-代数，若 X 的某个子集属于 A，则称该子集 A -可测（A -measurable）。

例 11.1 这里介绍一些是或不是 σ-代数的例子。
1. 设 X 是一个集合，A 为 X 的幂集，则 A 是 X 上的 σ-代数；
2. 设 X 是一个集合，A = {∅, X}，则 A 是 X 上的 σ-代数；
3. 设 X 是一个无穷集，A = {A ⊆ X|A finite or Ac finite}，则 A 是 X 上的代数，但不是 Xσ-代数。

命题 11.1

♠设 X 是一个集合，则 X 上任意非空 σ-代数族的交集是 X 上的 σ-代数。



11.1 代数与 σ-代数

证明 考虑任意非空 σ-代数族 {Ak|k ∈ K}，首先 X ∈ Ak 对所有 k ∈ K 成立，因此 X ∈ ∩kAk；对于任意子集

A ∈ ∩kAk，其补集 Ac ∈ A k 对所有 k ∈ K 成立，故 Ac ∈ ∩kAk；对于任意子集族 {Ai|i ∈ I} ⊆ ∩kAk，由于其

并集 ∪iAi ∈ Ak 对所有 k ∈ K 成立，故 ∪iAi ∈ ∩kAk。综上，∩kAk 为 σ-代数。
注不过，一般而言 σ-代数族的并集不是 σ-代数。
类似“生成”的概念，上述命题可导出如下结论，该结论是构造 σ-代数的基本工具。

推论 11.1

♥设 X 是一个代数，F 是 X 的一个子集族，则存在 X 上包含F 的唯一最小代数。

证明 首先任意集合 X 的幂集都包含 X 的子集族，并且自身构成一个 σ-代数，因此必然存在 X 上包含 F 的

σ-代数，记该 σ-代数族为 {Ak|k ∈ K}。根据命题 11.1，A = ∩k ∈ KAk 是包含 F 的 σ-代数。若存在包含 F

的最小 σ-代数B，那么根据定义，A ⊆ B且B ⊆ A，即B = A。因此这样的 σ-代数唯一。
利用此结论，我们可以从 X 的任意子集族出发生成一个 σ-代数。

定义 11.4 (生成 σ-代数)

♣

对于X 的任意子集族F，包含F 的最小 σ-代数称为由F 生成的 σ-代数（σ-algebra generated by F），通

常记为 σ(F )。

利用此定义，我们将定义一个贯穿整个测度论部分的重要 σ-代数。

定义 11.5 (Borel σ-代数)

♣

在 Rd 上由 Rd 的开集族生成的 σ-代数称为 Borel σ-代数（Borel σ-algebra），记为B(Rd)。Rd 的 Borel子
集（Borel set）是属于B(Rd)的集合。对于 d = 1的情形，一般将B(R1)简记为B(R)。

在进一步讨论 Borel σ-代数B(R)的性质之前，有必要说明其重要性主要源于以下两点：
B(R)几乎包含了分析中所有感兴趣的 R的子集；
B(R)足够小，以至于可以用构造性（显式）的方式来处理。

命题 11.2

♠

R的所有 Borel子集构成的 σ-代数B(R)可由以下任一集族生成：
1. R的所有闭子集构成的族；
2. R的所有形如 (−∞, b]的子区间构成的族；

3. R的所有形如 (a, b]的子区间构成的族。

证明 设B1,B2 和B3 分别对应命题中三个集族。我们将证明B3 ⊆ B2 ⊆ B1 ⊆ B(R)，随后证明B(R) ⊆ B3

以形成闭环。利用 B2 在取补集和可数并集操作下封闭的性质，任意 (a, b] = (−∞, b) ∩ (−∞, a]c ∈ B2，因此

B3 ⊆ B2；形如 (b,∞)的集合是开的，因此 (−∞, b]是闭的，从而属于B1，即B2 ⊆ B1；利用B(R)在取补集
操作下封闭的性质，R的任意闭子集的补集属于B(R)，因此B1 ⊆ B(R)。最后，根据命题 1.21，每个开集都
可以表示为可数个形如 (a, b)的开区间的并集，同时 (a, b) = ∪n(a, b − 1/n]。根据命题 1.7，可数个可数半开区
间的并集是可数的，因此每个开区间都在B3 内，因此B(R) ⊆ B3。

对于 d维 Euclidean空间，我们有类似的结果。

命题 11.3

♠

Rd 的所有 Borel子集构成的 σ-代数可由以下任一集族生成：
1. Rd 的所有闭子集族；

2. Rd 的所有形如 {(x1, · · · , xd)|xi ≤ bi}的闭半空间，其中 i为某个指标，b ∈ R；
3. Rd 的所有形如 {(x1, · · · , xd)|ai < xi ≤ bi for i = 1, · · · , d}的矩形族。
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11.2 测度

我们现在考察B(Rd)中集合的更多细节。设 G 是 Rd中所有开子集构成的族，同时F 是 Rd中所有闭子集

构成的族。另外设 Gδ 是 G 中所有集合列的交集构成的族，Fσ 是F 中所有集合列的并集构成的族。Gδ 中的集

合常称为 Gδ 集，Fσ 中的集合常称为 Fσ 集。字母 G和 F 推测代表德语单词 Gebiet（区域）和法语单词 fermé
（闭的），而字母 σ和 δ分别代表德语单词 Summe（和）与 Durchschnitt（交）。

命题 11.4

♠在 Rd 中，每个闭子集都是 Gδ 集，每个开子集都是 Fσ 集。

证明 设 F 是 Rd 中的一个闭子集，我们希望构造 Rd 中的一个开子集列 {Un}n∈N 使得 F = ∩nUn。定义 Un ={
x ∈ Rd|‖x− y‖ < 1/n for some y ∈ F

}
，显然每个 Un 都是开集，并且 F ⊆ Un 对每个自然数 n都成立，因此

F ⊆ ∩nUn；另一方面，对于任意 x ∈ ∩nUn，存在 xn ∈ F 使得 ‖x− xn‖ < 1/n对任意自然数 n成立。因此 F

内的序列 (xn)收敛到 x，而 F 的闭性要求 x ∈ F，故 ∩nUn ⊆ F。综上，F = ∩nUn。

若 U 为开集，则 U c 为闭集，因而存在开集列 {Un}使得 U c = ∩nUn，从而 U = ∪nU
c
n 为 Fσ 集。

11.2 测度

定义 11.6 (测度)

♣

设 X 是一个集合，A 是 X 上的一个 σ-代数。对于一个定义域为 σ-代数 A、值属于扩充半直线 [0,+∞]

的函数 µ，若其对于 A 中每个无穷不相交集合列 {Ai}均满足

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai). (11.2.1)

则称其可数可加（countably additive）。A 上的测度（measure）是满足 µ(∅) = 0的可数可加函数 µ : A →
[0,+∞]。

注由于 µ(Ai)对每个 i非负，因此实数列 {
∑n

i=1 µ(Ai)}n∈N 关于 n是递增的。根据实数列的单调收敛准则（定

理 1.12），该数列在扩充实数上收敛，因此
∑∞

i=1 µ(Ai) ≤ ∞总是存在的。
与之相应的还有一种性质稍弱的测度。

定义 11.7 (有限可加测度)

♣

设A 是X 上的一个代数（未必是 σ-代数），则对于一个定义域为A、值属于扩充半直线 [0,+∞]的函数，

若其对于 A 中每个有限不相交集合列 A1, · · · , An 满足

µ

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ(Ai). (11.2.2)

则称其限可加（finitely additive）。代数 A 上的有限可加测度（finitely additive measure）是满足 µ(∅) = 0

的有限可加函数 µ : A → [0,+∞]。

注有限可加性粗看似乎是一种比可数可加性更自然的性质。不过，一方面可数可加测度对于几乎所有应用都足

够；另一方面，其支撑的积分理论比有限可加测度要强大的多。因此我们在后续的内容中，将几乎所有的注意力

放在可数可加测度上。若不作特别说明，这一部分的所有“测度”默认指“可数可加测度”。

定义 11.8 (测度空间与可测空间)

♣

若 X 是一个集合，A 是 X 上的一个 σ-代数，µ 是 A 上的测度，则三元组 (X,A , µ) 常称为测度空间

（measure space）。类似地，若X 是一个集合，A 是X 上的一个 σ-代数，则有序对 (X,A )常称为可测空

间（measurable space）。若 (X,A , µ)是一个测度空间，则常称 µ是 (X,A )上的一个测度；当 σ-代数在
上下文明确时，也称其为 X 上的一个测度。
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11.2 测度

例 11.2
1. 设X 为任意集合，A 为X 上的 σ-代数。如下定义函数 µ : A → [0,+∞]：若 A是具有 n个元素的有限集，

则 µ(A) = n；若 A是无穷集，则 µ(A) = +∞。那么称 µ为 (X,A )上的计数测度（counting measure）；
2. 设 X 是非空集合，A 为 X 上的 σ-代数。设 x 为 X 的一个元素，如下定义函数 δx : A → [0,+∞]：若

x ∈ A，则 δx(A) = 1；若 x /∈ A，则 δx(A) = 0。那么称 δx 为集中在 x处的质点（point mass）；
3. 设 X 为正整数集，A 为 X 中所有使得 A或 Ac 有限的子集族。根据例11.1中的讨论，它是一个代数，但
不是 σ-代数。如下定义函数 µ : A → [0,+∞]：若 A无穷，则 µ(A) = 1；若 A有限，则 µ(A) = 0。容易验

证 µ是有限可加测度，但不可能将 µ扩张为由 A 生成的 σ-代数上的可数可加测度。例如考虑 Ak = {k}，
µ(∪∞

k=1Ak) = µ(X) = 1，但
∑∞

k=1 µ(Ak) = 0；

4. 设X 是任一集合，A 是X 上的任意 σ-代数。如下定义函数 µ : A → [0,+∞]：若 A 6= ∅，则 µ(A) = +∞；
若 A = ∅，则 µ(A) = 0。那么 µ是一个测度。

命题 11.5 (测度的单调性)

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，若X的子集A,B ∈ A 满足A ⊆ B，则 µ(A) ≤ µ(B)。若A额外满足 µ(A) <∞，
则 µ(B −A) = µ(B)− µ(A)。

证明 由于 A ∩ (B −A) = ∅，µ(B) = µ(A ∪ (B −A)) = µ(A) + µ(B −A) ≥ µ(A)。

定义 11.9 (σ-有限)

♣

若X 是集合列 {An}n∈N的并集，其中对于每个 i，Ai均属于 A 且满足 µ(Ai) <∞，则称 µ是 σ-有限的
（σ-finite）。更一般地，若 A 中的一个集合是属于 A 且在 µ下具有有限测度的集合列的并集，则其在 µ

下是 σ-有限的；同时也称相应的测度空间 (X,A , µ)是 σ-有限的。

注若测度空间 (X,A , µ)是 σ-有限的，则 X 是属于 A 且在 µ下具有有限测度的不相交集合列的并集：先按 µ

的 σ-有限性选择集合列 {An}，再设 B1 = A1, Bn = An − (∪n
k=1Ak) (n ≥ 2)以得到不相交集合列 {Bn}。

下面几个命题给出了测度的一些基本但有用的性质。

命题 11.6 (测度的可数次可加性)

♠
设 (X,A , µ)是一个测度空间。若 {An}是属于 A 的任意一个集合列，则 µ(∪kAk) ≤

∑
n µ(Ak)。

证明 设 B1 = A1, Bk = Ak − (∪k
i=1Ai) (k ≥ 2)，首先 B1 ∈ A，其次利用 A 关于交集和取补集操作的封闭性可

知 Bk = Ak ∩ (∪k
i=1Ai)

c ∈ A。因此每个 Bk ∈ A 且 Bk ⊆ Ak。利用 µ的可数可加性与单调性（命题 1.5），

µ

(⋃
k

Ak

)
= µ

(⋃
k

Bk

)
=
∑
k

µ(Bk) ≤
∑
k

µ(Ak). (11.2.3)

注上述定理表明，µ（关于不相交集合列的）可数可加性意味着 µ的可数次可加性（countable subadditivity）。

命题 11.7

♠

设 (X,A , µ)为测度空间。

1. 若 {Ak}是属于 A 的递增集合列，则 µ(∪kAk) = limk µ(Ak)；

2. 若 {Ak}是属于 A 的递减集合列，且 µ(An) <∞对某个 n成立，则 µ(∩kAk) = limk µ(Ak)。

证明

1. 对于递增集合列 {Ak}，设 B1 = A1, Bk = Ak − (∪k
i=1Ai) (k ≥ 2)，那么 {Bk}不相交且属于 A，因此

µ

(⋃
k

Ak

)
= µ

(⋃
k

Bk

)
=
∑
k

µ(Bk) = lim
k

k∑
i=1

µ(Bk) = lim
k
µ

(
k⋃

i=1

Bi

)
= lim

k
µ(Ak). (11.2.4)

2. 对于递减集合列 {Ak}，利用测度的单调性（命题 1.5），µ(A1) ≤ µ(An) < ∞。因此 Ck = A1 − Ak =
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11.3 外测度

A1 ∩Ac
k ∈ A 递增，并且 ∪kCk = A1 ∩ (∪kA

c
k) = A1 ∩ (∩kAk)

c = A1 −∩kAk。结合命题 11.5和上述结论，

µ(A1)− µ

(⋂
k

Ak

)
= µ

(
A1 −

⋂
k

Ak

)
= µ

(⋃
k

Ck

)
= lim

k
µ(Ck) = µ(A1)− lim

k
µ(Ak), (11.2.5)

整理得 µ(∩kAk) = limk µ(Ak)。

上述命题具有如下部分逆命题，这有时对验证有限可加测度的可数可加性有所帮助。

命题 11.8

♠

设 (X,A )为可测空间，µ是 (X,A )上的一个有限可加测度，则以下任一条件满足时，µ为测度：

1. limk µ(Ak) = µ(∪kAk)对每个属于 A 的递增集合列 {Ak}成立；
2. limk µ(Ak) = 0对每个属于 A 且满足 ∩kAk = ∅的递减集合列 {Ak}成立。

证明

1. 设 {Bk}是属于 A 的不相交集合列，那么所有 Ak = ∪k
i=1Bi 构成的集合列 {Ak}递增，进而

µ

(⋃
k

Bk

)
= µ

(⋃
k

Ak

)
= lim

k
µ(Ak) = lim

k
µ

(
k⋃

i=1

Bi

)
= lim

k

k∑
i=1

µ(Bi) =
∑
k

µ(Bk), (11.2.6)

可见 µ也是可数可加的，进而 µ为测度；

2. 设 {Bk}是属于A 的不相交集合列，那么所有Ak = ∩∞
i=kBi构成的集合列 {Ak}递减。假设存在 x ∈ ∩kAk，

那么 x ∈ Ak 对每个 k 都成立。对于给定的 k，根据定理 1.7，自然数构成的集合 {i ∈ N|x ∈ Bi, i ≥ k}存
在最小元素 j ≥ k。但是 {Bk}不相交意味着 x /∈ Bj+1，进而 x /∈ ∪∞

i=j+1Bi = Aj+1，这与 x在所有 Ak 中

矛盾，因此 ∩kAk = ∅。那么根据已有条件，

µ

(⋃
k

Bk

)
= µ

((
k⋃

i=1

Bi

)
∪Ak+1

)
=

k∑
i=1

µ(Bi) + µ(Ak+1) for each k ∈ N. (11.2.7)

等式两端令 k → ∞，可得 µ(∪kBk) =
∑

k µ(Bk)，因此 µ是测度。

作为本节的结尾，我们引入一些术语。在 (Rd,B(Rd))上的测度常称为 Rd上的 Borel测度（Borel measure）。
一般地，若X 是 Rd的 Borel子集，A 是由 Rd中包含在X 内的 Borel子集构成的 σ-代数，则 (X,A )上的测度

称为 X 上的 Borel测度。现在假设 (X,A )是一个可测空间，它使得每个 X 中的元素 x对应的单点集 {x}属于
A。那么对于 (X,A )上有限或 σ-有限的测度 µ，若 µ({x}) = 0对每个 x ∈ X 均成立，则称其连续（continuous）；
若存在 X 的可数子集 D使得 µ(Dc) = 0，则称其离散（discrete）。

11.3 外测度
本节我们介绍一种构造测度的标准技巧，随后将其用于构造 Rd 上著名的 Lebesgue测度。

定义 11.10 (外测度)

♣

设 X 是一个集合，P(X)是 X 的幂集。若 X 上的函数 µ∗ : P(X) → [0,+∞]满足如下条件：

1. µ∗(∅) = 0；

2. 若 A ⊆ B ⊆ X，则 µ∗(A) ≤ µ∗(B)；

3. 若 {An}是 X 的一个无穷子集列，则 µ∗(∪nAn) ≤
∑

n µ
∗(An)；

则称其为外测度（outer measure）。

注 X 上的外测度是从P(X)到 [0,+∞]且在 ∅处取值为 0的函数，满足单调性（monotone）和可数次可加性。
需要注意的是，外测度一般不满足可数可加性，因此不为测度；另一方面，测度一般也不是外测度。当测度

的定义域为P(X)时，显然测度 µ为外测度；当测度的定义域为P(X)的真子集族A 时，存在X 的子集 A不

在 A 内，因此 µ不是外测度。

例 11.3
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11.3 外测度

1. 设 X 为集合，如下定义P(X)上的 µ∗：若 A = ∅，则 µ∗(A) = 0；否则 µ∗(A) = 1。那么 µ∗ 为外测度；

2. 设 X 为集合，如下定义P(X)上的 µ∗：若 A可数，则 µ∗(A) = 0；否则 µ∗(A) = 1。那么 µ∗ 为外测度；

3. R上的 Lebesgue外测度（Lebesgue outer measure）通常记为 λ∗，定义如下：对于 R的每个子集 A，设 CA

包含所有使得 A ⊆ ∪i(ai, bi)的有界开区间列 {(ai, bi)}，那么 λ∗ : P(R) → [0,+∞]定义为

λ∗(A) = inf
{∑

i
(bi − ai)

∣∣{(ai, bi)} ∈ CA

}
. (11.3.1)

由于 R = ∪n(n− ε, n+ 1 + ε)，故 CA 6= ∅。我们将通过下述命题证明 λ∗ 确实是一个外测度。

命题 11.9

♠R上的 Lebesgue测度 λ∗ 是一个外测度，并且其赋予 R的每个子区间以其长度。

证明 对于任意正数 ε，存在开区间列 {(ai, bi)} ∈ CA，使得 bi − ai = ε/2i+1 对所有 i成立，因此 ∪i(bi − ai) =

ε/2 < ε，进而 0 ≤ λ∗(A) < ε。由 ε的任意性，λ∗(∅) = 0；对于任意 A ⊆ B ⊆ X 以及任意正数 ε，存在有界开区

间列 {(ai, bi)} ∈ CB ⊆ CA使得 λ∗(B)+ ε >
∑

i(bi−ai) ≥ λ∗(A)。由 ε的任意性，λ∗(B) ≥ λ∗(A)；设 {An}是X

的一个无穷子集列，若
∑

n λ
∗(An) = ∞，则 λ∗(∪nAn) ≤

∑
n λ

∗(An)显然成立；因此假定
∑

n λ
∗(An) <∞，那

么对于任意正数 ε，存在开区间列 {(an,i, bn,i)}∞i=1 ∈ CAn
，使得 λ∗(An) + ε/2n >

∑
i(bn,i − an,i)。根据命题 1.7，

存在从 N×N到 N的双射，因此可将开区间列 {(an,i, bn,i)}n,i∈N的指标用单个指标 k ∈ N表示为 {(ak, bk)}k∈N，

进而 ∪nAn ⊆ ∪n,i(an,i, bn,i) = ∪k(ak, bk)，并且
∑

k(bk − ak) =
∑

n,i(bn,i − an,i) <
∑

n(λ
∗(An) + ε/2n) =∑

n λ
∗(An) + ε。由 ε的任意性，

∑
n λ

∗(A)n ≥
∑

k(bk − ak) ≥ λ∗(∪nAn)。

最后，对于 R 的有界闭区间 [a, b] 以及任意正数 ε < b − a，可取 (a1, b1) = (a − ε/4, b + ε/4)，而其余

(ai, bi) ⊆ (a+ ε/2, b− ε/2)，同时满足
∑

i(bi−ai) < ε/2i，因此 [a, b] ⊆ ∪i(ai, bi)且
∑

i(bi−ai) = (b−a)+ ε，因
此 λ∗([a, b]) ≤ b−a；另一方面，对于任意正数 ε，存在开区间列 {(ai, bi)} ∈ C[a,b]使得 λ∗([a, b])+ε >

∑
i(bi−ai)。

根据 Heine-Borel定理 1.10，区间 [a, b]紧致，因此存在有限指标集 I 使得 [a, b] ⊆ ∪i∈I(ai, bi)。将 {(ai, bi)}i∈I 重

排后可将上述关系写为 [a, b] ⊆ ∪n
i=1(ai, bi)，其中 n为某个自然数，利用归纳法可证明 b − a ≤

∑n
i=1(bi − ai)。

因此 b− a ≤
∑∞

i=1(bi − ai) < λ∗([a, b]) + ε。由 ε的任意性，λ∗([a, b]) ≥ b− a，因此反向不等式也成立。

对于开区间 (a, b)以及任意正数 ε < b− a，由于 [a+ ε/2, b− ε/2] ⊆ (a, b) ⊆ [a− ε/2, b+ ε/2]，外测度的单

调性要求 (b− a)− ε ≤ λ∗((a, b)) ≤ (b− a) + ε。由 ε的任意性，λ∗(a, b) = b− a。其余半开区间类似。

例 11.4 Rd 上的 Lebesgue外测度通常记为 λ∗d 或者 λ∗，定义如下：d维区间（d-dimensional interval）是 Rd 的一

个形如 I1 × · · · × Id 的一个子集，其中 I1, · · · , Id 是 R的子区间，并且

I1 × · · · × Id = {(x1, · · · , xd) : xi ∈ Ii for i = 1, · · · , d}. (11.3.2)

注意到区间 I1, · · · , Id可能为开的、闭的或者非开非闭的，从而 I1 × · · · × Id也如此。d维区间的体积（volume）
是区间 I1, · · · , Id的长度之积，记为 vol(I1× · · ·× Id)。对于 Rd的每个子集 A，设 CA包含所有使得 A ⊆ ∪∞

i=1Ri

的 d维有界开区间列 {Ri}。那么A的外测度 λ∗(A)是集合 {
∑∞

i=1 vol(Ri)|{Ri} ∈ CA}的下确界。类似命题 11.9，
我们可以证明上述 Lebesgue外测度也是外测度。

命题 11.10

♠Rd 上的 Lebesgue外测度是一个外测度，并且其赋予 Rd 的每个 d为区间以其体积。

上述结论的证明与命题 11.9一致，故在此不进行赘述。现在我们引入 Lebesgue测度的概念。

定义 11.11 (µ∗-可测)

♣

设 X 是一个集合，µ∗ 是 X 上的外测度。若 X 的某个子集 B 使得

µ∗(A) = µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩Bc) (11.3.3)

对X的每个子集A均成立，则称B是 µ∗-可测的（µ∗-measurable）或关于 µ∗可测（measurable with respect
to µ∗）。R或 Rd 的 Lebesgue可测（Lebesgue measurable）子集是关于 Lebesgue外测度可测的子集。
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11.3 外测度

注对于X 的任意子集 A和 B，其可数次可加性天然要求 µ∗(A) ≤ µ∗(A∩B) + µ∗(A∩Bc)。因此如果希望验证

某个子集 B 是 µ∗-可测的，只需对于测度有限的子集 A验证反向不等式。

命题 11.11

♠
设 X 为集合，µ∗ 是 X 上的外测度，则 X 的每个满足 µ∗(B) = 0或 µ∗(Bc) = 0的子集 B 是 µ∗-可测的。

证明 若 µ∗(B) = 0，那么利用外测度的单调性与非负性，µ∗(A ∩ B) ≤ µ∗(B) = 0，进而 µ∗(A ∩ B) = 0；那么

µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩Bc) ≤ 0 + µ∗(A)，根据上述讨论，B 是 µ∗-可测的。µ(Bc) = 0的情形类似。

下述定理是关于外测度的重要基本事实，并且将是许多测度构造的关键。

定理 11.1

♥

设 X 是一个集合，µ∗ 是 X 上的外测度，Mµ∗ 是 X 的所有 µ∗-可测的子集构成的族，则
1. Mµ∗ 是一个 σ-代数；
2. µ∗ 在Mµ∗ 上的限制是Mµ∗ 上的测度。

证明

1. 根据命题 11.11，µ∗(∅) = 0，因此 X ∈ Mµ∗；对于任意 B ∈ Mµ∗，µ∗-可测定义要求 Bc ∈ Mµ∗；对于任

意不相交子集列 {Bn}和 X 的任意子集 A，

µ∗(A) =

n∑
i=1

µ∗(A ∩Bi) + µ∗(A ∩ (∩n
i=1B

c
i )). (11.3.4)

显然上式在 n = 1时成立；假设上式对某个自然数 n成立，由于 Bi ∩ Bj = ∅对任意 i 6= j 成立，那么

Bi ∩Bc
j = Bi\(Bi ∩Bj) = Bi，因此

µ∗(A) =

n∑
i=1

µ∗(A ∩Bi) + µ∗(A ∩ (∩n
i=1B

c
i ) ∩Bn+1) + µ∗(A ∩ (∩n+1

i=1 B
c
i ))

=

n∑
i=1

µ∗(A ∩Bi) + µ∗(A ∩Bn+1) + µ∗(A ∩ (∩n+1
i=1 B

c
i ))

=

n+1∑
i=1

µ∗(A ∩Bi) + µ∗(A ∩ (∩n+1
i=1 B

c
i )).

(11.3.5)

因此对于任意自然数 n，(11.3.4)式成立。利用外测度的单调性，∩∞
i=1B

c
i ⊆ ∩n

i=1B
c
i 意味着

µ∗(A) ≥
n∑

i=1

µ∗(A ∩Bi) + µ∗(A ∩ (∩∞
i=1B

c
i )). (11.3.6)

利用实数列收敛的单调性（定理 1.15）以及外测度的可数次可加性，令上述不等式两端 n→ ∞可得
µ∗(A) ≥

∑
n

µ∗(A ∩Bn) + µ∗(A ∩ (∩nB
c
n)) ≥ µ∗(A ∩ (∪nBn)) + µ∗(A ∩ (∪nBn)

c) ≥ µ∗(A), (11.3.7)

因此上述不等号均取等，即Mµ∗ 中任意不相交子集列的并集也属于Mµ∗。

现在考虑Mµ∗ 内任意子集列 {Cn}，首先考虑其中两个子集的并集：

µ∗(A ∩ (C1 ∪ C2)) = µ∗(A ∩ (C1 ∪ C2) ∩ C1) + µ∗(A ∩ (C1 ∪ C2) ∩ C∗
1 )

= µ∗(A ∩ C1) + µ∗(A ∩ Cc
1 ∩ C2).

(11.3.8)

因此可证明 C1 ∪ C2 也是 µ∗-可测的：

µ∗(A) = µ∗(A ∩ C1) + µ∗(A ∩ Cc
1) = µ∗(A ∩ C1) + µ∗(A ∩ Cc

1 ∩ C2) + µ∗(A ∩ Cc
1 ∩ Cc

2)

= µ∗(A ∩ (C1 ∪ C2)) + µ∗(A ∩ (C1 ∪ C2)
c).

(11.3.9)

假设 ∪n
i=1Ci 对某个自然数 n是 µ∗-可测的，注意到 ∪n+1

i=1 C
n+1
i = (∪n

i=1Ci) ∪ Cn+1，采用完全相同的思路

可证明 ∪n+1
i=1 Ci 也是 µ∗-可测的。因此任意有限多 µ∗-可测的子集的并集也是 µ∗-可测的。结合开头证明的

Mµ∗ 在取补集操作下封闭的性质，通过 B1 = C1, Bn = Cn − (∩n−1
i=1 Ci) (n ≥ 2)定义的不相交子集列 {Bn}
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11.4 Lebesgue测度的性质

也是 µ∗-可测的。因此 ∪nCn = ∪nBn ∈ Mµ∗，即Mµ∗ 在可数并集操作下是封闭的。综上，Mµ∗ 是 σ-代数；
2. (11.3.7)式表明，对于Mµ∗ 内的不相交子集列 {Bn}以及 X 的任意子集 A，

µ∗(A) =
∑
n

µ∗(A ∩Bn) + µ∗(A ∩ (∪nBn)
c) =⇒ µ∗(∪nBn) =

∑
n

µ∗(Bn), (11.3.10)

因此 µ∗ 在Mµ∗ 上是可数可加的，并且之前已证明 µ∗(∅) = 0，因此 µ∗ 是Mµ∗ 上的测度。

现在我们应用定理 11.1以构造 Lebesgue测度，首先记 R的 Lebesgue可测子集族为Mλ∗。

命题 11.12

♠R的每个 Borel子集都是 Lebesgue可测的。

证明 首先验证每个形如 B = (−∞, b]的子集是 Borel可测的。根据 µ∗-可测定义 11.11后的讨论，仅需讨论满足
λ∗(A) < ∞的子集 A。设 ε为任一正数，那么存在开区间列 {(an, bn)}使得 λ∗(A) + ε >

∑
n(bn − an)，其中

A ⊆ ∪n(an, bn)。由于集合 (an, bn) ∩B 与 (an, bn) ∩Bc 为有界不相交区间（可能为空），根据命题 11.9，

λ∗((an, bn)) = bn − an = (bn − b) + (b− an) = λ∗((an, bn) ∩B) + λ∗((an, bn) ∩Bc). (11.3.11)

再利用外测度的单调性与可数次可加性，

λ∗(A) ≤ λ∗(∪n(an, bn)) ≤
∑
n

λ∗((an, bn)) =
∑
n

(bn − an) < λ∗(A) + ε. (11.3.12)

由 ε的任意性，上述不等式的等号均成立，因此

λ∗(A) ≤ λ∗(A ∩B) + λ∗(A ∩Bc) ≤
∑
n

λ∗((an, bn) ∩B) +
∑
n

λ∗((an, bn) ∩Bc) = λ∗(A), (11.3.13)

此处不等式的等号也都成立，即B是 Lebesgue可测的。根据定理 2.1，Lebesgue可测集族Mλ∗ 是 R上的 σ-代数
且包含所有形如 (−∞, b]的区间；又根据命题 11.2，B(R)是 R上包含所有形如 (−∞, b]的区间的最小 σ-代数，
因此B(R) ⊆ Mλ∗，从而每个 Borel子集都是 Lebesgue可测的。

仿照上述证明，在 d维 Euclidean空间也有类似的结论。

命题 11.13

♠Rd 的每个 Borel子集都是 Lebesgue可测的。

由此我们可以正式定义 Lebesgue测度。

定义 11.12 (Lebesgue测度)

♣

将 Rd 上的 Lebesgue 外测度限制在 Rd 的 Lebesgue 可测子集族 Mλ∗ 上得到的测度称为 Lebesgue 测度
（Lebesgue measure），记作 λ或 λd；同时，将 Lebesgue外测度限制在B(Rd)上也得到相同的 Lebesgue测
度。一般通过指明可测空间是 (Rd,B(Rd))还是 (Rd,Mλ∗)来区分两种 Lebesgue测度。

注根据上述定义，自然产生了两个问题：是否 R的每个子集都是 Lebesgue可测的？以及是否每个 Lebesgue可
测集是 Borel集？事实上两者的回答都是否定的，我们将在本章稍后对前一个问题进行讨论。

11.4 Lebesgue测度的性质

命题 11.14

♠

设 A为 Rd 的 Lebesgue可测子集，那么
1. λ(A) = inf {λ(U)|U is open and A ⊆ U}；
2. λ(A) = sup {λ(K)|K is compact and K ⊆ A}。
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11.4 Lebesgue测度的性质

证明 对于 Lebesgue可测子集 A，对于所有满足K ⊆ A ⊆ U 的开集 U 和紧致集K，λ的单调性自然要求

λ(K) ≤ λ(A) ≤ λ(U) =⇒ sup {λ(K)|compact K ⊆ A} ≤ λ(A) ≤ inf {λ(U)|open U ⊇ A}, (11.4.1)

因此仅需证明其反向不等式。

1. 当 λ(A) = ∞时，显然有 sup {λ(K)|compact K ⊆ A} ≤ λ(A)；因此假设 λ(A) <∞。设 ε为任意正数，那

么对于任意 Lebesgue可测子集A，存在 d维开区间列 {Rn}使得 λ(A)+ ε >
∑

n vol(Rn)，其中A ⊆ ∪nRn。

取开集 U = ∪nRn（命题 1.20），那么利用测度的可数次可加性（命题 11.6）和命题 11.10可知

inf {λ(U)|open U ⊇ A} ≤ λ(U) ≤
∑
n

λ(Rn) =
∑
n

vol(Rn) < λ(A) + ε, (11.4.2)

由 ε的任意性，inf {λ(U)|open U ⊇ A} ≤ λ(A)成立；

2. 首先处理 A有界的情形。设 C 为包含 A的有界闭集，ε为任意正数，那么根据上一条结论，存在包含有

界集合 C − A 的开集 U 使得 λ(C − A) + ε > λ(U)。根据命题 11.5，λ(C) < ∞ 意味着 λ(C − A) =

λ(C) − λ(A)。那么对于闭集 K = C ∩ U c = C − U，λ(K) = λ(C) − λ(U) > λ(A) + ε。由 ε的任意性，

λ(A) ≤ λ(K) ≤ sup {λ(K)|compact K ⊆ A}。现在考虑 A无界的情形，设 b是小于 λ(A)的任意实数。设

{Ak} 是 A 的一个递增有界可测子集列，使得 A = ∪kAk（例如取 Ak = (−k, k) ∩ A）。根据命题 11.7，
λ(A) = λ(∪kAk) = limk λ(Ak)，因此存在 k0 ∈ N使得 λ(Ak) > b对所有 k ≥ k0 成立。根据前述证明，对

于有界的 Ak 和正数 b，存在 R的紧子集 K 使得 λ(K) > λ(Ak) + b。由 b的任意性和极限的单调性（定

理 1.15），sup {λ(K)|compact K ⊆ A} ≥ λ(K) ≥ limk λ(Ak) + 0 = µ(A)。

注这两条性质实际上称为测度的正则性，我们将在第11.5节详细讨论。

引理 11.1

♥

Rd 的每个开子集都是可数个形如{
(x1, · · · , xd)|ji2−k ≤ xi < (ji + 1)2−k for i = 1, · · · , d

}
, wherej1, · · · , jd ∈ Z and k ∈ N (11.4.3)

的不相交半开立方体的并集。

证明 对于每个正整数 k，设 Ck为所有形如(11.4.3)式的半开立方体构成的族，其中 k给定。对于给定的 k，显然

对于不同的 ji，(11.4.3)式对应的半开立方体不相交；并且对于任意 xi ∈ R，Archimedean性质（命题 1.19）保证
存在自然数 n使得 xi < n · 2−k，并且定理 1.7保证存在最小的自然数 ji 使得 xi < (ji + 1)2−k，即 ji2

−k ≤ xi。

因此 Rd = ∪Ck。结合上述两点，对于给定的 k，Ck 构成 Rd 的一个划分（回顾定义 1.6）。并且若 k1 < k2，则

Ck2
中每个对应指标为 ji 的立方体都包含在对应指标为 ji2

k1−k2 的立方体内。

根据上述讨论，假定 U 是 Rd的一个开子集，我们可以归纳地（类似定义 1.28）构造半开立方体族D，使得

∪D ⊆ U。对于空集，该结论显然成立。若 D 中包含 Ck 内的可数个不相交半开立方体的并集，那么选择 Ck+1

中与 D 中已有立方体不相交且包含在 U 内的立方体，将其并入 D。由此得到的 D 满足 ∪D ⊆ U。现在证明反

向包含：对于任意 x ∈ U，由于 x是开集，存在 B(x, r) ⊆ U。此证明第一段分析了给定 k时 ji的存在性，因此

对于充分大的 k，存在 D 内的半开立方体包含在 B(x, r)内，进而包含在 U 内，从而 x ∈ ∪D，即 U ⊆ ∪D。

命题 11.15

♠
Lebesgue测度是 (Rd,B(Rd))上唯一赋予每个 d维区间或形如(11.4.3)式的半开立方体以体积的测度。

证明 根据命题 11.10，我们已知 Lebesgue测度赋予每个 d维区间以体积，并且对于每个形如(11.4.3)式的半开立
方体，可将每个分量对应的区间嵌入两个开区间 (ji2

−k − εi, (ji + 1)2−k)和 (ji2
−k + εi, (ji + 1)2−k)，因此半开

立方体也具有此体积。我们假定 µ是 (Rd,B(Rd))上赋予每个形如(11.4.3)式的半开立方体以体积的测度，希望
证明 µ = λ。首先假定 U 是 Rd的开子集，那么根据引理 11.1，存在可数个不相交半开立方体族 {Cj}使其并集
为 U，因此 µ(U) =

∑
n µ(Cn) =

∑
n vol(Cn) =

∑
n λ(Cn) = λ(U)。因此 µ和 λ在 Rd 的所有开子集上相同。

现在假定A是 Rd的任意 Borel子集，若 U 是 Rd内任意包含A的一个开子集，则测度的单调性（命题 11.5）
要求 µ(A) ≤ µ(U) = λ(U)，进而 µ(A) ≤ inf {λ(U)|U is open and A ⊆ U} = λ(A)。对于反向不等式，首先考虑
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A有界的情形，设 V 是一个包含 A的有界开集，则 µ(V ) = µ(A) + µ(V − A) ≤ λ(A) + λ(V − A) = λ(V )。而

我们最开始已经证明 µ(V ) = λ(V )对所有开集 V 成立，这要求 µ(A) = λ(A)。对于无界 Borel子集 A，总可以

找到一组的有界的不相交可测 Borel子集列 {Ak}使得 A = ∪kAk，例如 Ak = A ∩ ((−(k + 1),−k] ∪ [k, k + 1))。

利用测度的可数可加性，µ(A) =
∑

k µ(Ak) =
∑

k λ(Ak) = λ(∪kAk) = λ(A)。因此在 (Rd,B(Rd))上 µ = λ。

对于 Rd的每个元素 x和子集 A，我们定义 Rd的子集 A+ x =
{
a+ x ∈ Rd|a ∈ A

}
。集合 A+ x称为 A沿

x的平移（translate）。我们现在证明 Lebesgue测度在这样的平移下具有不变性。

命题 11.16

♠

Rd上的 Lebesgue外测度是平移不变的，即如果 x ∈ Rd且 A ⊆ Rd，则 λ∗(A) = λ∗(A+ x)。此外，Rd的

子集 B 是 Lebesgue可测的当且仅当 B + x是 Lebesgue可测的。

证明 根据 λ∗ 的定义以及体积的平移不变性，自然有 λ∗(A) = λ∗(A + x)。若 B 是 Lebesgue 可测的，注意到
(A− x) ∩B = {b ∈ B|b+ x ∈ A} = {a ∈ A|a ∈ B + x} = A ∩ (B + x)，类似地 (A− x) ∩Bc = A ∩ (Bc + x) =

A ∩ (B + x)c，因此

λ∗(A) = λ∗(A− x) = λ∗((A− x) ∩B) + λ∗((A− x) ∩Bc) = λ∗(A ∩ (B + x)) + λ∗(A ∩ (B + x)c), (11.4.4)

因此 B + x也是 Lebesgue可测的；反之将 x取为 −x，类似可证明必要性。
在常背书意义下，(Rd,B(Rd))上的Lebesgue测度可由以下结果刻画。对于更一般情况下的结果，参见第13章。

命题 11.17

♠

设 µ为 (Rd,B(Rd))上的非零测度，其在 Rd的有界 Borel子集上有限且平移不变，即 µ(A) = µ(A+x)对

B(Rd)中的每个 A和 Rd中的每个 x成立。那么存在正数 c使得 µ(A) = cλ(A)对B(Rd)中每个 A成立。

证明 设 C = {(x1, · · · , xd)|0 ≤ xi < 1 for each i}，记 c = µ(C)。假设 c = 0，那么 Rd 作为 C 与其可数（命

题 1.7）平移的并集，测度的可数可加性与平移不变性（命题 11.16）要求其测度 µ(Rd) = 0，这与 µ非零矛盾。

因此 c > 0，因此可对每个 Borel子集A定义测度 ν(A) = c−1µ(A)。对于任意形如(11.4.3)式的半开立方体D，利

用测度的可数可加性与平移不变性，(2d)dν(D) = ν(C) = λ(C) = 2dkλ(D)，因此 ν(D) = λ(D)，即 ν 赋予 d维

半开立方体以体积。根据命题 11.15，ν = λ，即 µ = cλ。

定理 11.2

♥存在 R的一个子集不是 Lebesgue可测的。

证明 定义 R上的一个等价关系：x ∼ y当且仅当 x− y ∈ Q，因此每个等价关系下的等价类都具有形式 Q+ x。

根据定理 1.8，对于任意实数 a和 b，存在有理数 r ∈ (a− x, b− x)，因此每个Q+ x在 R中均稠密，从而均与区
间 (0, 1)相交。又因为每个等价类不相交（命题 1.1），可通过选择公理 1.1取 (0, 1)的一个子集 E，使其恰好包含

每个等价类中的一个元素。我们将证明规范形 E 不是 Lebesgue可测的。设 {rn|n ∈ N}为有理数在区间 (−1, 1)

内的一个枚举，并且对于每个 n ∈ N取 En = E + rn，可验证

集合 En 彼此不相交；

∪nEn 包含在区间 (−1, 2)内；

区间 (0, 1)包含在 ∪nEn 内。

若上述三条基本事实为真，假设 E 是 Lebesgue可测的，那么 Lebesgue测度的平移不变性（命题 11.16）要求每
个 En = E+ rn也是 Lebesgue可测的，从而 λ(∪nEn) =

∑
n λ(En) =

∑
n λ(E)。若 λ(E) = 0，则 λ(∪nEn) = 0，

这与事实 3矛盾；若 λ(E) > 0，则 λ(∪nEn) = ∞，这与事实 2矛盾。因此 E ⊆ (0, 1)不是 Lebesgue可测的。
现在我们来证明上述三条事实。对于事实 1，若存在不同的 n和m使得 En ∩Em 6= ∅，则 rn − rm ∈ E。E

的定义要求 rn = rm，即 En = Em，矛盾。因此 {En}彼此不相交；对于事实 2，由于 E ⊆ (0, 1)且 rn ∈ (−1, 1)，

En = rn+E ⊆ (−1, 2)对所有 n ∈ N成立，进而 ∪nEn ⊆ (−1, 2)；对于事实 3，对于任意 x ∈ (0, 1)，设 e是E中

满足 x ∼ e的元素，那么有理数 x− e ∈ (−1, 1)，从而存在 rn使得 x = e+ rn ∈ En ⊆ ∪nEn，即 (0, 1) ⊆ ∪nEn。
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定义 11.13 (测度的完备性)

♣

设 (X,A , µ)为测度空间，若 A ∈ A , µ(A) = 0以及 B ⊆ A的关系共同给出 B ∈ A 的结论，则称测度 µ

或测度空间 (X,A , µ)完备（complete）。有时也称这样的子集 B ⊆ X 是 µ-可忽略的（µ-negligible）。

注根据定理 11.1，若 µ∗是集合X 上的外测度，那么其单调性与非负性要求 µ∗(A) = 0且 B ⊆ A时 µ∗(B) = 0。

此时对于任意子集 C ⊆ X，µ∗(C ∩ B) ≤ µ∗(B) = 0，从而 µ∗(C ∩ B) + µ∗(C ∩ Bc) ≤ 0 + µ∗(C)。根据定

义 11.11后的讨论，B也是 µ∗-可测的。因此 µ∗在Mµ∗ 上的限制是完备的。特别地，测度空间 (Rd,Mλ∗ , µ∗)是

完备的，但测度空间 (Rd,B(Rd), µ∗)不是。我们将在第12章证明后者。
为了引出完备化的定义，我们首先需要一个引理。

引理 11.2

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，对于 X 的任意子集 A，若存在 E,F ∈ A 使得 E ⊆ A ⊆ F 且 µ(F − E) = 0，

那么 µ(E) = µ(F ) = sup {µ(B)|B ⊆ A,B ∈ A }，即该值仅取决于测度 µ和子集 A ⊆ X。

证明 利用可数可加性容易证明 µ(F ) = µ(E) + µ(F − E) = µ(E)。为了说明该值与 E 和 F 的选择无关，记

c = sup {µ(B)|B ⊆ A,B ∈ A }。对于 A的任意子集 B ∈ A，单调性给出 µ(B) ≤ µ(A) ≤ µ(F )，因此 c ≤ µ(F )；

另一方面，由于 B可取为 A，故 µ(F ) = µ(E) ≤ µ(A) ≤ c。综上，µ(E) = µ(F ) = c，并且 c仅取决于测度 µ和

集合 A ∈ A。

定义 11.14 (完备化)

♣

设 (X,A )为可测空间，µ是 A 上的一个测度，那么 A 在 µ下的完备化（completion）是满足如下条件
的子集 A ⊆ X 构成的族 Aµ：存在 E,F ∈ A 使得 E ⊆ A ⊆ F 且 µ(F −E) = 0。属于 Aµ的集合有时也

称为 µ-可测的；µ的完备化指的是函数 µ̄ : Aµ → [0,+∞]，其将上述 A ∈ A 映射到 µ(E)或 µ(F )。

测度及其完备化具有如下关系。

命题 11.18

♠

设 (X,A )为可测空间，µ为A 上的测度，那么Aµ是X 上包含A 的 σ-代数，并且 µ̄是Aµ上的完备测

度，其在 A 上的限制是 µ。

证明 由于可取 E = F = A，因此任意 A = E ∈ A 在 Aµ 内，即 X ∈ A ⊆ Aµ；对于子集 A ∈ Aµ，存在

E,F ∈ A 使得 E ⊆ A ⊆ F 且 µ(F − E) = 0。那么 F c, Ec ∈ A，同时满足 F c ⊆ Ac ⊆ Ec 和 µ(Ec − F c) =

µ(Ec ∩ F ) = µ(F − E) = 0，因此 Ac ∈ Aµ；对于子集族 {An} ⊆ Aµ 中的每个 An，存在 En, Fn ∈ A 使

得 En ⊆ An ⊆ Fn 且 µ(Fn − En) = 0。记 E = ∪nEn ∈ A , F = ∩nFn ∈ A，那么 E ⊆ ∪nAn ⊆ F，并且

µ(F −E) = µ(∩n(Fn ∩Ec
n)) ≤ µ(Fn −En) = 0对所有 n成立，故 µ(F −E) = 0。因此Aµ是包含A 的 σ-代数。

现在证明 µ̄是 Aµ上的测度。根据引理 11.2，显然 µ̄(A) ≥ 0且 µ̄(∅) = 0（取 E = F = ∅）；对于不相交子
集列 {An} ⊆ Aµ，存在 En, Fn ∈ A 使得 En ⊆ An ⊆ Fn 且 µ(Fn − En) = 0对所有 n成立。而 An 不相交性意

味着 En 不相交，因此根据 µ̄的定义，

µ̄(∪nAn) = µ(∪nEn) =
∑
n

µ(En) ≤
∑
n

µ(An) ≤
∑
n

µ(Fn) =
∑
n

µ(En), (11.5.1)

这要求上述不等式中等号均成立，因此 µ̄(∪nAn) =
∑

n µ(En) =
∑

n µ̄(An)。综上，µ̄ 为测度，并且对于任意

A ∈ A，取 E = F = A 可得 µ̄(A) = µ(A)。最后，对于满足 µ̄(A) = 0 的子集 A ∈ Aµ，存在 E,F ∈ A

使得 E ⊆ A ⊆ F 且 µ(F − E) = 0。因此对于任意 B ⊆ A，∅, F ∈ A 且 ∅ ⊆ B ⊆ A ⊆ F，同时满足

µ(F −∅) = µ(F ) = µ̄(A) = 0。可见 B ∈ A，即 µ̄是完备的。

为了讨论 Lebesgue测度的完备性，我们首先需要一个引理。
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引理 11.3

♥
设A为Rd的一个 Lebesgue可测子集，则存在Rd的 Borel子集E和 F，使得E ⊆ A ⊆ F 且 λ(F −E) = 0。

证明 设 A是 Rd 的一个有界 Lebesgue可测子集，根据命题 11.14，对于任意自然数 n，存在开集 Un ⊇ A使得

λ(A)+1/n > λ(Un)，也存在紧子集Kn ⊆ A使得λ(A)−1/n < λ(Kn)。取Rd的Borel子集U = ∩nUn,K = ∪nKn，

那么首先有K ⊆ A ⊆ U，并且 λ(Un) < λ(A)+ 1/n <∞，根据命题 11.5，λ(Un −Kn) = λ(Un)−λ(Kn) < 2/n。

因此 λ(U −K) = λ(∩n(Un −Kn)) ≤ λ(Un −Kn) < 2/n对所有 n ∈ N成立。根据 Archimedean性质1.19与测度
的非负性，λ(U −K) = 0。

对于任意 Lebesgue可测子集A，存在有界 Lebesgue可测集列 {An}，使得A = ∪nAn，例如An = A∩(−n, n)。
对于每个 An，存在 Rd 的 Borel 子集 En 和 Fn 使得 En ⊆ An ⊆ Fn 且 λ(Fn − En) = 0。记 Borel 子集 E =

∪nEn, Fn = ∩nFn，那么 λ(F − E) = λ(∩n(Fn − En)) ≤ λ(Fn − En) = 0对所有 n成立，即 λ(F − E) = 0。

命题 11.19

♠
(Rd,Mλ∗)上的 Lebesgue测度是 (Rd,B(Rd))上的 Lebesgue测度的完备化。

证明 设 λ和 λm 分别为 (Rd,B(Rd))和 (Rd,Mλ∗)上的 Lebesgue测度，λ̄为 λ的完备化。引理 11.3表明Mλ∗

包含在 B(Rd)的完备化内，因此 λ̄在Mλ∗ 的限制为 µm。反之，对于每个 (Rd,B(Rd))的完备化内的子集 A，

存在 Borel子集 E 和 F，使得 E ⊆ A ⊆ F 且 λ(F − E) = 0。根据命题 11.13和11.18，F − E 是 Lebesgue可
测的，因此 λm(F − E) = λ̄(F − E) = 0，而 λ̄ 的完备性要求 µm(A − E) = 0，因此 A − E ∈ Mλ∗，进而

A = (A− E) ∪ E ∈ Mλ∗。结论得证。

不过，上述结论的反向结果并不成立。我们将在第12.1节证明：
存在 Rd 的 Lebesgue可测子集不是 Borel子集；
Lebesgue测度在B(Rd)上的限制不是完备的。

不过，尽管在测度空间的完备化内讨论可避免一些困难，但同时也引入了其他困难：一方面，测度空间的完备化

可能比原测度空间复杂得多；另一方面，定义在同一可测空间上的不同测度的完备化可能并不相同。因此，如无

必要，我们在后文将尽可能避免引入测度空间的完备化。

定义 11.15 (外测度与内测度)

♣

设 (X,A )为可测空间，µ为 A 上的测度，A为 X 的任意子集。

1. A的外测度（outer measure）µ∗(A)定义为 µ∗(A) = inf {µ(B)|A ⊆ B,B ∈ A }；
2. A的内测度（inner measure）µ∗(A)定义为 µ∗(A) = sup {µ(B)|B ⊆ A,B ∈ A }。

注容易验证 µ∗(A) ≤ µ∗(A)对 X 的任意子集 A成立；当 µ∗(A) < +∞时，µ∗(A) = µ∗(A)当且仅当 A ∈ Aµ。

命题 11.20

♠
设 (X,A , µ)为测度空间，则定义 11.15中的外测度是定义 11.10中的一种外测度。

证明 显然 µ∗(∅) = 0；对于子集A ⊆ B，由于所有包含B的集合构成的族包含在所有包含A的集合构成的族内，

因此 µ∗(A) ≤ µ∗(B)；对于无穷子集列 {An}和任意正数 ε，显然
∑

n µ
∗(An) = +∞时 µ(∪nAn) ≤

∑
n µ(An)

成立。若
∑

n µ
∗(A) < +∞，存在 Bn ∈ A 使得 µ∗(An) + ε/2n > µ(Bn)对所有 n ∈ N成立，其中 An ⊆ Bn。利

用测度的可数次可加性，µ∗(∪nAn) ≤ µ(∪nBn) ≤
∑

n µ(Bn) <
∑

n µ
∗(An) + ε。利用 ε的任意性，µ∗(∪nAn) ≤∑

n µ
∗(An)。

定义 11.16 (正则性)
设 A 为 Rd 上包含B(Rd)的 σ-代数，若 (Rd,A )上的测度满足如下条件，则称其正则（regular）：

1. Rd 的每个紧子集K 满足 µ(K) < +∞；
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♣

2. A 中每个集合满足 µ(A) = inf {µ(U)|U is open and A ⊆ U}；
3. Rd 中每个开子集 U 满足 µ(U) = sup {µ(K)|K is compact and K ⊆ U}。

注命题 11.14表明 Lebesgue测度在 (Rd,B(Rd))和 (Rd,Mλ∗)上均为正则的。

引理 11.4

♥

设 µ为 (Rd,B(Rd))上的有限测度，则 Rd 的每个 Borel子集 A满足

µ(A) = inf {µ(U)|A ⊆ U and U is open}, (11.5.2)

µ(A) = sup {µ(C)|C ⊆ A and C is closed}. (11.5.3)

证明 记首先证明该结论对于任意开集 A ⊆ Rn成立。根据 µ的单调性（命题 11.5），sup {µ(C)|closed C ⊆ A} ≤
µ(A) ≤ inf {µ(U)|open A ⊆ U}；另一方面，存在U = A使得 µ(U) = µ(A)，因此 inf {µ(U)|open U ⊆ A} ≤ µ(A)。

从而(11.5.2)式成立。对于(11.5.3)式，根据命题 11.4，存在闭子集列 {Cn}使得 A = ∪nCn。将 ∪n
i=1Ci取为新的

Cn，那么 {Cn}为递增列。根据命题 11.7，µ(A) = µ(∪nCn) = limµ(Cn)。因此对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使
得 µ(A) < µ(Cn) + ε ≤ sup {µ(C)|closed C ⊆ A}+ ε对所有 n ≥ n0 成立。因此(11.5.3)式对开集 A也成立。

由于结论涉及 Borel子集，典型的证明思路是构造一个包含所有开集的 σ-代数，从而其包含 Borel σ-代数。
现在证明满足该引理条件的所有子集A ⊆ Rd构成的集族R是一个 σ-代数。首先∅,Rd是开集，因此属于R；对

于任意A ∈ R，和任意正数 ε，存在开集 U 和闭集C，使得C ⊆ A ⊆ U 且 µ(U)−ε/2 < µ(A) < µ(C)+ε/2 <∞，
因此 µ(U − C) = µ(U) − µ(C) < ε；那么 U c 为闭集、Cc 为开集，同时 U c ⊆ Ac ⊆ Cc 且 µ(Cc − U c) =

µ(Cc ∩ U) = µ(U − C) < ε，故 Ac ∈ R；对于子集族 {An} ⊆ R，其中对于每个 An均存在开集 Un和闭集 Cn，

使得 Cn ⊆ An ⊆ Un且 µ(Cn −Un) < ε。记开集 U = ∪nUn，闭集 C = ∩nCn，那么 C ⊆ ∪nAn ⊆ U，同时测度

的单调性要求 µ(C − U) = µ(∩n(Cn − Un)) ≤ µ(Un − Cn) < ε，因此 ∪nAn ∈ R。综上，R 是一个 σ-代数。

命题 11.21

♠

设 µ为 (Rd,B(Rd))上的有限测度，则 µ是正则的。此外，Rd 的每个 Borel子集 A满足

µ(A) = sup {µ(K)|K ⊆ A and is compact}. (11.5.4)

证明 µ的有限性使得正则性第一条要求自然满足；根据引理 11.4，第二条要求满足；根据引理 11.4，对于任意
开集 U 和任意正数 ε，存在闭子集 C ⊆ A使得 µ(A) − ε < µ(C)。选择有界递增闭集列 {Cn}使得 C = ∪nCn，

例如 Cn = C ∩
{
x ∈ Rd|‖x‖2 ≤ n

}
。根据命题 11.7，µ(C) = limn µ(Cn)。因此当 n充分大时，根据 Heine-Borel

定理 1.10，存在紧子集 Cn使得 µ(A) < µ(Cn) + ε ≤ sup {µ(K)|compact K ⊆ A}+ ε。因此(11.5.4)式成立，这意
味着正则性的第三条要求满足。综上，(Rd,B(Rd))上的有限测度 µ是正则的。
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12.1 可测函数
在引入可测函数之前，我们先介绍一个基本结果。

命题 12.1

♠

设 (X,A )是一个可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集。对于函数 f : A→ [−∞,+∞]，以下条件等价：

1. 对于每个实数 t，集合 {x ∈ A|f(x) ≤ t} ∈ A；

2. 对于每个实数 t，集合 {x ∈ A|f(x) < t} ∈ A；

3. 对于每个实数 t，集合 {x ∈ A|f(x) ≥ t} ∈ A；

4. 对于每个实数 t，集合 {x ∈ A|f(x) > t} ∈ A。

证明

1. 若表述 1成立，则 {x ∈ A|f(x) < t} = ∪n{x ∈ A|f(x) ≤ t− 1/n} ∈ A，表述 2成立；
2. 若表述 2成立，则 {x ∈ A|f(x) ≥ t} = {x ∈ A|f(x) < t}c ∈ A，表述 3成立；
3. 若表述 3成立，则 {x ∈ A|f(x) > t} ∈ A = ∩n{x ∈ A|f(x) ≥ t+ 1/n} ∈ A，表述 4成立；
4. 若表述 4成立，则 {x ∈ A|f(x) ≤ t} = {x ∈ A|f(x) > t}c ∈ A，表述 1成立。

定义 12.1 (可测函数)

♣

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是X的一个子集。若函数 f : A→ [−∞,+∞]满足命题 12.1的任一条件，则
称其关于A 可测（measurable with respect to A）。关于A 可测的函数有时也称为A -可测（A -measurable）；
当 σ-代数在上下文明确时，简称为可测。关于B(Rd)可测的函数称为 Borel可测（Borel measurable）或
Borel函数（Borel function），关于Mλ∗ 可测的函数称为 Lebesgue可测（Lebesgue measurable）。

注根据命题 11.13，显然每个 Rd 上的 Borel可测函数是 Lebesgue可测的。
我们先讨论一些可测函数的例子，随后讨论可测函数的基本性质。

例 12.1
1. 设 f : Rd → R连续，则对于每个实数 t，f−1((−∞, t)) =

{
x ∈ Rd|f(x) < t

}
是开集，故 f 是 Borel可测的；

2. 设 I 是 R的一个子区间，f : I → R是非减的。那么对于每个实数 t，集合 {x ∈ I|f(x) < t} ⊆ I（可能为

空）是一个 Borel集，因此 f 是 Borel可测的；
3. 设 (X,A )是一个可测空间，B 是 X 的一个子集。那么 B 的示性函数 χB 是 A -可测的当且仅当1B ∈ A；

4. 若一个函数只有有限多个非零值，则称其为简单函数（simple function）。设 (X,A )是一个可测空间，f :

X → [−∞,+∞]是简单函数，α1, · · · , αn是 f 的值，则 f 是 A -可测的当且仅当2{x ∈ X|f(x) = αi} ∈ A

对所有 i = 1, · · · , n成立。

1若 B ∈ A，对于任意实数 t，{x ∈ X|χB(x) < t} 可能为 ∅、Bc 或 X，因此属于 A，即 χB 是 A -可测的；反之若 χB 是 A -可测的，
Bc = {x ∈ X|χB(x) < 1} ∈ A，因此 B = (Bc)c ∈ A。

2对于充分性，{x ∈ X|f(x) = αi} = {x ∈ X|f(x) ≤ αi} ∩ {x ∈ X|f(x) ≥ αi} ∈ A；反之对于必要性，考虑任意实数 t，记有限指标集
It = {i|αi < t}，那么 {x ∈ X|f(x) < t} = ∪i∈It{x ∈ X|f(x) = αi} ∈ A，因此 f 可测。
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命题 12.2

♠

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的子集，f 和 g 为 A上取值于 [−∞,+∞]的可测函数。那么集合

{x ∈ A|f(x) < g(x)}, {x ∈ A|f(x) ≤ g(x)}和 {x ∈ A|f(x) = g(x)}均属于 A。

证明 利用有理数的稠密性（定理 1.8）及其可数性（命题 1.7），

{x ∈ A|f(x) < g(x)} =
⋃
r∈Q

({x ∈ A|f(x) < r} ∪ {x ∈ A|r < g(x)}) ∈ A , (12.1.1)

因此我们有

{x ∈ A|f(x) ≤ g(x)} = {x ∈ A|g(x) < f(x)}c ∈ A , (12.1.2)

{x ∈ A|f(x) = g(x)} = {x ∈ A|f(x) ≤ g(x)} ∩ {x ∈ A|g(x) ≤ f(x)} ∈ A . (12.1.3)

定义 12.2

♣

设 f 和 g为 A上取值于 [−∞,+∞]的函数，(fn)为 A上取值于 [−∞,+∞]的函数列。

1. f 和 g最大值和最小值分别定义为

(f ∨ g)(x) = max {f(x), g(x)} and (f ∧ g)(x) = min {f(x), g(x)}. (12.1.4)

2. (fn)的上确界和下确界分别定义为

(supn fn)(x) = sup {fn(x)|n ∈ N} and (infn fn)(x) = inf {fn(x)|n ∈ N}. (12.1.5)

3. (fn)的上极限和下极限分别定义为

(lim supn fn)(x) = lim sup {fn(x)|n ∈ N} and (lim infn fn)(x) = lim inf {fn(x)|n ∈ N}. (12.1.6)

4. (fn)的极限定义为 (limn fn)(x) = lim {fn(x)|n ∈ N}。

注根据命题 1.25，(limn fn)(x)定义在集合 {x ∈ A| lim supn fn(x) = lim infn fn(x)}上，未必定义在整个 A上。

命题 12.3

♠

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集，f 和 g为 A上取值于 [−∞,+∞]的函数，则 f ∨ g和
f ∧ g均为 A -可测的。

证明 f ∨ g和 f ∧ g的可测性源于如下恒等式：

{x ∈ A|(f ∨ g)(x) < t} = {x ∈ A|f(x) < t} ∩ {x ∈ A|g(x) < t} ∈ A , (12.1.7)

{x ∈ A|(f ∧ g)(x) < t} = {x ∈ A|f(x) < t} ∪ {x ∈ A|g(x) < t} ∈ A . (12.1.8)

命题 12.4

♠

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集，(fn)为 A上取值于 [−∞,+∞]的可测函数列，那么

1. 函数 supn fn 和 infn fn 是 A -可测的；
2. 函数 lim supn fn 和 lim infn fn 是 A -可测的；
3. 定义在 A0 = {x ∈ A| lim supn fn(x) = lim infn fn(x)}上的函数 limn fn 是 A -可测的。

证明

1. supn fn 和 infn fn 的可测性源于如下恒等式：

{x ∈ A| supn fn(x) < t} =
⋂
n

{x ∈ A|fn(x) < t} ∈ A , (12.1.9)

{x ∈ A| infn fn(x) < t} =
⋃
n

{x ∈ A|fn(x) < t} ∈ A . (12.1.10)
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2. 对于每个正整数 k，可定义 fk = sup {fn|n ≥ k}和 gk = inf {fn|n ≥ k}。根据命题 1.26，

{x ∈ A| lim supn fn(x) < t} = {x ∈ A| infk fk(x) < t} ∈ A , (12.1.11)

{x ∈ A| lim infn fn(x) < t} = {x ∈ A| supk gk(x) < t} ∈ A . (12.1.12)

3. 根据上述结论与命题 12.2，lim supn fn 和 lim supn gn 是 A -可测的，因此 A0 ∈ A，进而

{x ∈ A0| limn fn(x) < t} = A0 ∩ {x ∈ A| lim supn fn(x) < t} ∈ A . (12.1.13)

在以下两个命题中，我们讨论取值于 [0,+∞]的可测函数在 R上的算术运算；对于取值于 [−∞,+∞]的函

数，其算术运算更棘手，也较少使用。

命题 12.5

♠

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集，f 和 g 为 A上取值于 [0,+∞]的可测函数，α为非负

实数，那么 αf 和 f + g是可测的。

证明 当 α = 0 时，{x ∈ A|αf(x) ≤ t} = A ∈ A 对所有 t ≥ 0 成立；当 α > 0 时，{x ∈ A|αf(x) ≤ t} =

{x ∈ A|f(x) ≤ t/α} ∈ A，因此 αf 可测。利用有理数的稠密性（定理 1.8）及其可数性（命题 1.7），

{x ∈ A|(f + g)(x) < t} =
⋃
r∈Q

({x ∈ A|f(x) < r} ∩ {x ∈ A|r < t− g(x)}) ∈ A , (12.1.14)

因此 f + g也是可测的。

命题 12.6

♠

设 (X,A ) 为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集，f 和 g 为 A 上的实值可测函数，α 为实数，那么

αf, f + g, f − g, fg和 f/g可测，其中 f/g的定义域为 {x ∈ A|g(x) 6= 0}。

证明 仿照命题 12.5的证明，分 α为正、为负、为零的三种情况讨论，可证明 αf, f + g可测。另外，−g = (−1)g

也可测，因此 f − g = f + (−g)可测。下面证明 h可测时 h2 也可测。

首先对于实数 t ≤ 0，
{
x ∈ A|h2(x) < t

}
= ∅ ∈ A；对于 t > 0，

{
x ∈ A|h2(x) < t

}
=
{
x ∈ A|h(x) <

√
t
}
∩{

x ∈ A|h(x) > −
√
t
}
∈ A。因此 h2可测，进而 fg = [(f+g)2−(f2+g2)]/2可测。现在设A0 = {x ∈ A|g(x) 6= 0}

为 f/g的定义域，那么 {x ∈ A0|(f/g)(x) < t}恰好为

({x ∈ A|g(x) > 0} ∩ {x ∈ A|f(x) < tg(x)}) ∪ ({x ∈ A|g(x) < 0} ∩ {x ∈ A|f(x) > tg(x)}), (12.1.15)

而括号内的两个集合各自属于 A，故 f/g可测。

定义 12.3 (可测函数的正部与负部)

♣

设 A是一个集合，f 是 A上的扩充实值函数，那么其正部（positive part）与负部（negative part）分别是
定义为 f+ = f ∨ 0和 f− = −f ∨ 0的扩充实值函数，即对于任意 x ∈ A，

f+(x) = max {f(x), 0} and f−(x) = min {f(x), 0}. (12.1.16)

注若 (X,A )是可测空间，那么命题 12.3和12.6表明，那么定义在 X 的子集 A上的函数 f 可测当且仅当 f+ 和

f− 均可测，此时 |f | = f+ + f− 也可测。

命题 12.7

♠

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集，f 为 A上取值于 [−∞,+∞]的可测函数。

1. 若 f 是 A -可测的，B ∈ A 是 A的一个子集，则 f 在 B 上的限制是 A -可测的；
2. 若 {Bn}是属于 A 的一个集合列且 A = ∪nBn，同时对于每个 n，f 在 Bn 上的限制是 A -可测的，
则 f 是 A -可测的。
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证明 该结论源于以下两个恒等式（请读者自行证明）：

{x ∈ B|f(x) < t} = B ∩ {x ∈ A|f(x) < t} ∈ A , (12.1.17)

{x ∈ A|f(x) < t} =
⋃
n

{x ∈ Bn|f(x) < t} ∈ A . (12.1.18)

在本章后续讨论中，我们将反复用到以下基本结果。

命题 12.8

♠

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集，f 为 A上取值于 [0,+∞]的可测函数，那么存在 A上

取值于 [0,+∞)的可测简单函数列，其满足

f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · and f(x) = lim
n
fn(x) for each x in A. (12.1.19)

证明 对于每个正整数n和正整数 k ∈ {1, · · · , n2n}，f可测要求An,k = {x ∈ A|(k − 1)/2n ≤ f(x) < k/2n} ∈ A。

定义从 A到 R的函数列 (fn)，使得 fn 在 An,k 上每个点取值为其左端点值 (k − 1)/2n，而在 A − ∪kAn,k 上每

个点取值为 n。可见每个 fn(x) 只有 n2n + 1 个取值，是简单函数；根据例12.1中的讨论，fn 可测当且仅当
{x ∈ A|fn(x) = (k − 1)/2n} = An,k ∈ A 且 {x ∈ A|fn(x) = n} = A − ∪kAn,k ∈ A。这意味着对于任意实数

t，{x ∈ A|fn(x) < t}包含至多可数个 An,k 关于 k 的并集，因此 fn 可测。容易验证函数列 (fn)关于 n在每个

x ∈ A上单调递增，下面证明该函数列收敛到 f。

若 f(x) < +∞，根据Archimedean性质（命题 1.19）以及定理 1.7，存在最小的正整数 n使得 n−1 ≤ f(x) < n，

即 x ∈ ∪kAn,k，那么存在正整数 k使得 x ∈ An,k，使得 |fn(x)− f(x)| = f(x)− fn(x) < n− (n− 1/2n) = 1/2n，

因此 limn fn(x) = x；若 f(x) = +∞，那么根据 An,k 的定义，x ∈ A − ∪kAn,k 对所有正整数 n 成立，因此

fn(x) = n，从而 limn fn(x) = +∞ = f(x)。

推论 12.1

♥

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集，f 为 A上取值于 [0,+∞]的可测函数，那么存在 A上

取值于 R的可测简单函数列，使得 f(x) = limn fn(x)对每个 x ∈ A成立。

证明 根据命题 12.3，f 的正部 f+和负部 f−均可测，因此根据命题 12.8，分别存在取值于 [0,+∞)的简单函数

列 (f+n )和 (f−n )，使得 f+(x) = limn f
+
n (x)和 f−(x) = limn f

−
n (x)对每个 x ∈ A成立。根据命题 12.6，对每个

n定义可测简单函数 fn = f+n − fn−，从而 limn fn(x) = f(x)对每个 x ∈ A成立。

以下命题给出了一些考虑可测函数的其他方法，其中最后一种可用于处理更一般的情形。

命题 12.9

♠

设 (X,A )为可测空间，A ∈ A 是 X 的一个子集。对于函数 f : A→ R，以下条件等价：
1. f 关于 A 可测；

2. 对于 R的每个开集 U，集合 f−1(U) ∈ A；

3. 对于 R的每个闭集 C，集合 f−1(C) ∈ A；

4. 对于 R的每个 Borel子集 B，集合 f−1(B) ∈ A。

证明 由于涉及 Borel子集，我们需要构造一个包含所有开集的 σ 代数。设子集族F =
{
B ⊆ R|f−1(B) ∈ A

}
，

那么首先有 f−1(R) = A ∈ A；对于任意 B ∈ F，f−1(Bc) = (f−1(B))c ∈ A，因此 Bc ∈ F；对于任意子集族

{Bn} ∈ F，f−1(∪nBn) = ∪nf
−1(Bn) ∈ A，因此 ∪nBn ∈ A。综上，F 构成一个 σ-代数。

根据命题 12.1，f 关于 A 可测当且仅当 {x ∈ A|f(x) ≤ b} = f−1((−∞, b]) ∈ A，因此 (−∞, b] ∈ F；根据

命题 11.2，F 包含所有形如 (−∞, b]的区间当且仅当F 包含 Borel σ-代数，因此表述 1和表述 4等价。再次利
用命题 11.2表述 2、表述 3和表述 4彼此等价。

在本节先前的所有讨论中，我们仅考虑 f 是取值于扩充实数的函数，即 f 是从可测空间 (X,A )到可测空间

(R,B(R))的映射。若函数 f 的像为一般可测空间，其可测性也有类似的推广定义。
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定义 12.4 (可测函数)

♣

设 (X,A )和 (Y,B)为可测空间。对于函数 f : X → Y 以及B中的每个 B，若集合 f−1(B) ∈ A，则称

f 关于 A 和B可测（measurable with respect to A and B）；有时也称 f 是从 (X,A )到 (Y,B)的可测函

数（measurable function），或者简单称 f : (X,A ) → (Y,B)是可测的。类似地，对于子集 A ⊆ X 以及函

数 f : A→ Y，若 A ∈ A 且 f−1(B) ∈ A 对所有 B ∈ B成立，则称 f 可测。

根据定义，我们很容易证明复合函数的可测性。

命题 12.10

♠

设 (X,A ), (Y,B) 和 (Z,C ) 为可测空间，f : (Y,B) → (Z,C ) 和 g : (X,A ) → (Y,B) 均可测，则

f ◦ g : (X,A ) → (Z,C )也是可测的。

下述结论对于验证函数的可测性往往十分有用。

命题 12.11

♠

设 (X,A )和 (Y,B)为可测空间，B0为 Y 的子集族，满足 σ(B0) = B，那么函数 f : X → Y 关于A 和

B可测当且仅当 f−1(B) ∈ A 对每个B0 中的 B 成立。

证明 充分性是显然的；对于必要性，设 f−1(B) ∈ A 对B0 中每个 B 成立，F =
{
B ⊆ Y |f−1(B) ∈ A

}
。类

似命题 12.9的证明，可知F 是一个 σ-代数。由于F 包含B0，故B = σ(B0) ⊆ F。

12.2 积分
在正式开始本章内容之前，我们需要先引入“几乎处处成立”的概念；这一概念有时放宽了 f 在整个定义

域上的要求。

定义 12.5 (µ-几乎处处成立)

♣

设 (X,A , µ)为测度空间，若X 中使得某个性质不成立的点集是 µ-可忽略的（µ-negligible），则称该性质
在X 上 µ-几乎处处成立（hold µ-almost everywhere）；换言之，若存在集合N ∈ A 满足 µ(N) = 0且包含

性质不成立的每个点，则称该性质 µ-几乎处处成立。更一般地，若 E 是 X 的一个子集，那么使得 E 中

该性质不成立的点集是 µ-可忽略的性质称为 µ-几乎处处成立。µ-几乎处处成立常简写为 µ-a.e.或 a.e.[µ]。
当测度 µ在上下文明确时，也常几乎处处成立简写为 a.e.。

注对于几乎处处成立的性质，设 F 为X 中使得该性质不成立的点构成的集合，需要注意 F 不必属于 A，只要

求存在包含 F 的 A -可测子集 N。当然，若 µ完备，则有 F ∈ A。

12.2.1 简单函数的积分

定义 12.6 (积分)

♣

设 (X,A , µ)为测度空间，S 为 X 上所有简单实值 A -可测函数构成的族，S+ 为S 中所有非负函数构

成的族。若 f ∈ S+且由 f =
∑m

i=1 axχAi
给出，其中 a1, · · · , am为非负实值，A1, · · · , Am ∈ A 是X 的

不相交子集，那么 f 关于 µ的积分（integral）
´
f dµ定义为

∑m
i=1 aiµ(Ai)。

注这里需要说明的是，积分
´
f dµ仅依赖于简单函数 f 本身而不依赖于其展开表示

∑m
i=1 aiµ(Ai)。设 f 还可以

表示为
∑n

j=1 bjχBj
，其中 b1, · · · , bn 是非负实值，B1, · · · , Bn ∈ A 是 X 的不相交子集。若 ∪m

i=1Ai ⊆ ∪n
j=1Bj，

则记 Am+1 = (∪m
i=1Ai)\(∪n

j=1Bj)并取 am+1 = 0；反之类似。因此不失一般性，总可以设 ∪m
i=1Ai = ∪n

j=1Bj，进
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而 Ai = Ai ∩ (∪m
i=1Ai) = Ai ∩ (∪m

j=1Bj) = ∪m
j=1(Ai ∩Bj)，其中 Ai ∩Bj 关于不同的 i和 j 不相交。另外，在非

空的 Ai ∩Bj 上，ai = aiχAi
(Ai ∩Bj) = bjχBj

(Ai ∩Bj) = bj，因此
m∑
i=1

aiµ(Ai) =

m∑
i=1

ai

n∑
j=1

µ(Ai ∩Bj) =

n∑
j=1

bj

m∑
i=1

µ(Ai ∩Bj) =

n∑
j=1

bjµ(Bj). (12.2.1)

可见
´
f dµ不依赖于 f 的具体形式表达。

首先证明一些关于简单函数积分的基本性质。

命题 12.12

♠

设 (X,A , µ)为可测空间，f, g ∈ S+，α为非负实数，则

1.
´
αf dµ = α

´
f dµ；

2.
´
(f + g) dµ =

´
f dµ+

´
g dµ；

3. 若 f(x) ≤ g(x)对 X 中每个点成立，则
´
f dµ ≤

´
g dµ。

证明 设 f =
∑m

i=1 aiχAi
，其中 ai 是非负实值，Ai ∈ A 是 X 的不相交子集。类似可设 g =

∑n
j=1 bjχBj

。性质

1是显然的，对于性质 2和 3，利用测度的可数可加性与非负性，ˆ
(f + g) dµ =

∑
i,j

(ai + bj)µ(Ai ∩Bj) =

m∑
i=1

ai

n∑
j=1

µ(Ai ∩Bj) +

n∑
j=1

bj

m∑
i=1

µ(Ai ∩Bj)

=

m∑
i=1

aiµ(Ai) +

n∑
j=1

bjµ(Bj) =

ˆ
f dµ+

ˆ
g dµ , (12.2.2)

ˆ
g dµ =

ˆ
[f + (g − f)] dµ =

ˆ
f dµ+

ˆ
(g − f) dµ ≥

ˆ
f dµ . (12.2.3)

命题 12.13

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f ∈ S+，(fn)为S+中的非减序列，且使得 f(x) = limn fn(x)对每个X 中的

x成立，那么
´
f dµ = limn

´
fn dµ。

证明 根据命题 12.12，首先有
´
f1 dµ ≤

´
f2 dµ ≤ · · ·。根据单调收敛准则（定理 1.12），实数列

(´
fn dµ

)
极

限存在。假设存在 n0 ∈ N使得 fn0
(x) > f(x)，那么存在正数 ε0 < f0(x) − f(x)，使得 |fn(x)− f(x)| ≥ ε对所

有 n ≥ n0 成立，这与 limn fn(x) = f(x)矛盾。因此 fn(x) ≤ f(x)，根据命题 12.12，
´
fn dµ ≤

´
f dµ对所有

n ∈ N成立。利用极限的单调性（定理 1.15），limn

´
fn dµ ≤

´
f dµ；对于反向不等式，设 ε ∈ (0, 1)，我们希望

构造S+ 中的非减函数列 (gn)，使得 gn ≤ fn 对每个 n成立，同时满足 limn gn dµ = (1− ε)
´
f dµ。

设 a1, · · · , am 为 f 的非零值，Ai 为 f 取值为 ai 时对应的 X 的子集。仿照命题 12.8的构造，设 An,i =

{x ∈ Ai|fn(x) ≥ (1− ε)ai} ⊆ Ai。根据例12.1的讨论，f 可测当且仅当 Ai = {x ∈ X|f(x) = ai} ∈ A 对所有 i成

立，那么 An,i是有限个 Ai ∈ A 的并集，因而 An,i ∈ A。由于 (fn)非减，对于给定的 i，集合 {An,i}∞n=1也是非

减的。对于任意 x ∈ Ai，存在 n0 ∈ N使得 |f(x)− fn(x)| ≤ εai对所有 n ≥ n0成立，即 x ∈ ∪n≥n0
An,i ⊆ ∪nAn,i；

反之 An,i ⊆ Ai 显然给出 ∪nAn,i ⊆ Ai。因此 Ai = ∪nAn,i，定义 gn = (1− ε)
∑m

i=1 aiχAn,i
∈ S+，那么对于任

意 x ∈ An,i，gn(x) ≤ (1− ε)ai ≤ fn(x)；对于任意 x ∈ X\(∪m
i=1An,i)，gn(x) = 0 ≤ fn(x)。综上，gn ≤ fn对每

个 n成立；并且根据命题 11.7，{An,i}关于 n递增意味着 limn µ(An,i) = µ(∪nAn,i) = µ(Ai)，因此

lim
n

ˆ
gn dµ = (1− ε) lim

n

m∑
i=1

aiµ(An,i) = (1− ε)

m∑
i=1

aiµ(Ai) = (1− ε)

ˆ
f dµ . (12.2.4)

利用命题 12.12和极限的单调性，(1− ε)
´
f dµ ≤ limn

´
fn dµ ≤

´
f dµ对任意 ε ∈ (0, 1)成立，因此等号成立。

注该结论是下一节中单调收敛定理 12.1的弱化版，不过现在我们尚且需要利用此结论定义积分。
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12.2 积分

12.2.2 取值于 [0,+∞]函数的积分

定义 12.7 (积分)

♣

设 (X,A , µ)为测度空间，对于 X 上取值于 [0,+∞]的 A -可测函数 f，其 Lebesgue积分定义为ˆ
f dµ = sup

{ˆ
g dµ

∣∣∣g ∈ S+ and g ≤ f
}
. (12.2.5)

类似地，我们也证明一些关于取值于 [0,+∞]的可测函数积分的基本性质。

命题 12.14

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f 为X上取值于 [0,+∞]的A -可测函数，(fn)为S+中使得 f(x) = limn fn(x)

对 X 中每个 x成立的非减简单函数列，则
´
f dµ = limn

´
fn dµ。

证明 作为命题 12.13的推广，仿照其证明首先有 limn

´
fn dµ ≤

´
f dµ；对于反向不等式，设 g 为 S+ 中任

意满足 g ≤ f 的 A -可测函数，那么 (g ∧ fn) 是 S+ 中的非减函数列。另外对于 X 中的每个 x 以及任意正

数 ε，存在 n0 ∈ N 使得 |fn(x)− f(x)| < ε 对所有 n ≥ n0 成立。若 g(x) = f(x)，则 |(g ∧ fn)(x)− g(x)| =
f(x)−min {f(x), fn(x)} = max {0, f(x)− fn(x)} < ε对所有 n ≥ n0成立；若 g(x) < f(x)，则取 ε < f(x)−g(x)，
使得 |(g ∧ fn)(x)− g(x)| = |max {0, g(x)− fn(x)}| = 0 < ε对所有 n ≥ n0 成立。因此 limn(g ∧ fn) = g。根据

命题 12.13以及极限的单调性（定理 1.15），
´
g dµ = limn

´
(g ∧ fn) dµ ≤ limn

´
fn dµ。

命题 12.15

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f 和 g为 X 上取值于 [0,+∞]的 A -可测函数，α为非负实数，则
1.
´
αf dµ = α

´
f dµ；

2.
´
(f + g) dµ =

´
f dµ+

´
g dµ；

3. 若 f(x) ≤ g(x)对 X 中每个点成立，则
´
f dµ ≤

´
g dµ。

证明 根据命题 12.8，存在A上取值于 [0,+∞)的非减可测简单函数列 (fn)和 (gn)，使得 f limn fn且 g = limn gn。

根据命题 12.12，́ αfn dµ = α
´
fn dµ和

´
(fn+ gn) dµ =

´
fn dµ+

´
gn dµ对每个 n ∈ N成立。根据命题 12.14，ˆ

αf dµ = lim
n

ˆ
αfn dµ = α lim

n

ˆ
fn dµ = α

ˆ
f dµ , (12.2.6)

ˆ
(f + g) dµ = lim

n

ˆ
(fn + gn) dµ = lim

n

Åˆ
fn dµ+

ˆ
gn dµ

ã
=

ˆ
f dµ+

ˆ
g dµ . (12.2.7)

对于最后一条，利用定义以及
{´

h dµ |h ∈ S+ and h ≤ f
}
⊆
{´

h dµ |h ∈ S+ and h ≤ g
}
可证。

12.2.3 扩充实值函数的积分

定义 12.8 (积分)

♣

设 (X,A , µ)为测度空间，对于 X 上取值于 [−∞,+∞]的 A -可测函数，若
´
f+ dµ和

´
f− dµ均有限，

则称 f 为 µ-可积的（µ-integrable）或可和的（summable），其 Lebesgue积分定义为ˆ
f dµ =

ˆ
f+ dµ−

ˆ
f− dµ . (12.2.8)

若
´
f+ dµ和

´
f− dµ至少一个有限，则称 f 的极限存在（exist）；在这种情况下，́ f dµ的定义不变。对

于以上两种情况，有时用
´
f(x)µ(dx)或

´
f(x) dµ(x)的写法代替

´
f dµ。

特别地，对于X = Rd且 µ = λ的情形，通常称上述积分为 Lebesgue积分（Lebesgue integral），将其记为´
f(x) dx；区间 [a, b]上的积分常用

´ b
a
f(x) dx表示。若要强调 Lebesgue积分，则用 (L)

´ b
a
f(x) dx表示。

注设 f : X → [−∞,+∞]是A -可测的，A ∈ A。若函数 fχA是可积的，则称 f 在 A上可积（integrable over A），
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12.2 积分

将积分
´
A
f dµ定义为

´
fχA dµ。一般地，在 µ(Ac) = 0的情形中，常用

´
f dµ代替

´
A
f dµ，并称 f 是可积的。

为了证明形式上类似命题 12.14和12.15的结论，我们首先需要一个引理。

引理 12.1

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，f1, f2和 g1, g2为X上满足 f1−f2 = g1−g2的非负实值可积函数，则
´
f1 dµ−´

f2 dµ =
´
g1 dµ−

´
g2 dµ。

证明 根据条件，f1 + g2 = f2 + (f1 − f2) + g2 = f2 + (g1 − g2) + g2 = f2 + g1；那么根据命题 12.15，ˆ
f1 dµ+

ˆ
g2 dµ =

ˆ
f2 dµ+

ˆ
g1 dµ =⇒

ˆ
f1 dµ−

ˆ
f2 dµ =

ˆ
g1 dµ−

ˆ
g2 dµ . (12.2.9)

命题 12.16

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f 和 g为 X 上的实值可积函数，α为实数，则

1. αf 和 f + g可积；

2.
´
αf dµ = α

´
f dµ；

3.
´
(f + g) dµ =

´
f dµ+

´
g dµ；

4. 若 f(x) ≤ g(x)对 X 中每个点成立，则
´
f dµ ≤

´
g dµ。

证明 设 f 的正部与负部分别为 f+和 f−，因此当 α = 0时，显然
´
αf dµ = α

´
f dµ成立；若 α > 0，则根据

命题 12.15，
´
(αf)+ dµ =

´
αf+ dµ = α

´
f+ dµ < +∞，类似地

´
(αf)− dµ = α

´
f− dµ < +∞，因此 αf 可

积，且
´
αf dµ = α(

´
f+ dµ−

´
f− dµ) = α

´
f dµ；若 α < 0，利用 α = −(−α)类似可证。

由于 (f + g)+(x) = max {f(x) + g(x), 0} = [(f(x) + g(x)) + |f(x) + g(x)|]/2 ≤ [(f(x) + g(x)) + (|f(x)| +
|g(x)|)]/2 = max {f(x), 0}+max {g(x), 0} = f+(x) + g+(x)对所有 x ∈ X 成立，因此 (f + g)+ ≤ f+ + g+，类

似地 (f + g)− ≤ f− + g−。根据命题 12.15，
´
(f + g)+ dµ ≤

´
(f+ + g+) dµ =

´
f+ dµ +

´
g+ dµ < +∞，类

似地
´
(f + g)− dµ < +∞，因此 f + g可积。注意到 (f + g)+ − (f + g)− = f + g = (f+ − f−) + (g+ − g−) =

(f+ + g+)− (f− + g−)，根据引理 12.1，ˆ
(f + g) dµ =

ˆ
(f+ + g+) dµ−

ˆ
(f− + g−) dµ

=

ˆ
f+ dµ+

ˆ
g+ dµ−

ˆ
f− dµ−

ˆ
g− dµ

=

ˆ
f dµ−

ˆ
g dµ .

(12.2.10)

若 f(x) ≤ g(x)对X 中的每个 x成立，那么根据性质 1，g− f = g+(−1)f 是非负可积函数，因此
´
(g− f) dµ =´

(g − f)+ dµ ≥ 0；再利用性质 3，
´
g dµ =

´
[f + (g − f)] dµ =

´
f dµ+

´
(g − f) dµ ≥

´
f dµ。

例 12.2
1. 若 µ是有限测度，则 (X,A , µ)上的每个有界可测函数都是可积的。这是因为此时存在M > 0使得 |f(x)| <
M，即 f+(x), f−(x) < M 对所有 x ∈ X 成立。那么根据命题 12.15，́ f+ dµ ≤

´
M dµ =Mµ(X) < +∞，

类似地
´
f− dµ < +∞，因此 f 可积；

2. 特别地，每个 [a, b]上的有界 Borel函数是 Lebesgue可积的，进而每个连续函数都是 Lebesgue可积的。这
是因为此时存在M > 0使得有界 Borel函数 f 满足 |f(x)| < M，即 f+(x), f−(x) < M 对所有 x ∈ X 成

立；并且对于任意满足 g ≤ f+ 的简单函数 g，
´
g dλ < Mλ([a, b]) = M(b − a) < +∞。因此

´
f+ dλ =

sup
{´

g dλ |g ∈ S + and g ≤ f+
}
≤M(b− a) < +∞，类似地

´
f− dλ < +∞，从而 f 可积；

3. 设 A 是 N上所有 N的子集构成的 σ-代数，µ是 A 上的计数测度（参见例11.2），则 N上的非负函数 f 是

µ-可积的当且仅当无穷级数
∑

n f(n)收敛。这是因为 N上的非负函数 f 可表示为 f =
∑

n f(n)χ{n}，而

定义为 fk(n) =
∑n

k=1 f(k)χ{k} 的简单函数列 (fn) 非减，并且 f = limn fn。根据命题 12.14，
´
f dµ =

limn

´
fn dµ = limn

∑n
k=1 f(k) =

∑
n f(n)。可见对于非负函数 f，由于 f = f+，f 可积当且仅当

´
f dµ <

+∞，即当且仅当
∑

n f(n) < +∞。一般地，定义在 N上的函数 f 可积当且仅当
∑

n f(n)绝对收敛；
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4. 几乎处处为零的简单可测函数是可积的，其积分为 0。对于几乎处处为零的任意可测函数 f，设其正部和

负部分别为 f+和 f−。根据命题 12.2，对于测度空间 (X,A , µ)，A = {x ∈ X|f(x) > 0} ∈ A。现在定义函

数 g：若 x /∈ A，那么 g(x) = 0，否则 g(x) = +∞。定义函数列 (gn)为 gn(x) = nχA，那么 g = limn gn且

f+ ≤ g。根据命题 12.14和12.15，́ f+ dµ ≤
´
g dµ = limn

´
gn dµ = limn nµ(A) = 0；而命题 12.15同时表

明
´
f+ dµ ≥ 0，因此

´
f+ dµ = 0；类似地

´
f− dµ，从而

´
f dµ = 0。对于反向结论，可参见推论 12.3。

12.2.4 积分的基本性质

命题 12.17

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f 是X 上取值于 [−∞,+∞]的A -可测函数，那么 f 可积当且仅当 |f |可积。若
f 或 |f |可积，则

∣∣´ f dµ∣∣ ≤ ´ |f | dµ。
证明 f 可积当且仅当 f+和 f−可积，根据命题 12.15，f 可积时

´
|f | dµ =

´
f+ dµ+

´
f− dµ < +∞，即 |f |可

积；反之若 |f |可积，根据命题 12.15，
´
f+ dµ ≤

´
|f | dµ < +∞，类似地

´
f− dµ < +∞，从而 f 可积。此时∣∣∣∣ˆ f dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ f+ dµ−
ˆ
f− dµ

∣∣∣∣ ≤ ˆ f+ dµ+

ˆ
f− dµ =

ˆ
(f+ + f−) dµ =

ˆ
|f | dµ . (12.2.11)

注需要注意的是，该结论对于不可测函数不成立；换言之，存在不可积但绝对可积的不可测函数。考虑从R到R
的函数 f = χE −χ[0,1]\E，其中 E为定理 11.2中构造的非 Lebesgue可测集。假设 f 是 Lebesgue可测的，根据命
题 12.2，E = {x ∈ [0, 1]|f(x) = 1} ∈ Mλ∗，矛盾。因此 f 不是 Lebesgue可测的；但是 |f | = χE +χ[0,1]\E = χ[0,1]

是 Lebesgue可积的。

命题 12.18

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f 和 g为X 上取值于 [−∞,+∞]且几乎处处相同的A -可测函数。若
´
f dµ或´

g dµ存在，则两者均存在，且
´
f dµ =

´
g dµ。

证明 首先考虑 f 和 g均非负的情形。根据命题 12.2，A = {x ∈ X|f(x) 6= g(x)} ∈ A，那么 µ(A) = 0。定义函数

h(x) =

+∞, if x ∈ A,

0, if x /∈ A
(12.2.12)

以及非减函数列 (hn)，其中 hn = nχA 对每个 n ∈ N 成立，则 h = limn hn。根据命题 12.15，
´
h dµ =

limn

´
hn dµ = limn nµ(A) = 0。因此结合命题 12.14，

´
f dµ ≤

´
(g + h) dµ =

´
g dµ +

´
h dµ =

´
g dµ；

对称地
´
g dµ ≤

´
f dµ，从而

´
f dµ =

´
g dµ。

对于任意 f 和 g，f+ 和 g+、f− 和 g− 在 Ac 上相同，因此积分相等，进而
´
f dµ =

´
g dµ。

命题 12.19

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f为X上取值于 [0,+∞]的A -可测函数。若 t是正实数，At = {x ∈ X|f(x) ≥ t}，
则 µ(At) ≤ t−1

´
At
f dµ ≤ t−1

´
f dµ。

证明 利用 0 ≤ tχAt
≤ fχAt

≤ f 的关系，根据命题 12.15，tµ(At) ≤
´
At
f dµ ≤

´
f dµ。

推论 12.2

♥
设 (X,A , µ)为测度空间，f 是X 上取值于 [−∞,+∞]的可积函数，则 {x ∈ X|f(x) 6= 0}在 µ下 σ-有限。

证明 设 An = {x ∈ X||f(x)| ≥ 1/n}，则根据命题 12.17和12.19，µ(An) ≤ n
´
|f | dµ < +∞。另外，容易验证

∪nAn = {x ∈ A||f(x)| > 0} = {x ∈ A||f(x)| 6= 0}，因此结论得证。
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推论 12.3

♥

设 (X,A , µ) 为测度空间，f 是 X 上取值于 [−∞,+∞] 且满足
´
|f | dµ = 0 的 A -可测函数，那么 f 是

µ-几乎处处为零的。

证明 类似推论 12.2的证明，此时 µ(An) ≤ n
´
|f | dµ = 0即 µ(An) = 0对每个正整数 n成立。根据命题 11.7，

µ({x ∈ X|f(x) 6= 0}) = µ({x ∈ X||f(x)|}) = µ(∪nAn) = limn µ(An) = 0。

推论 12.4

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，f 为 X 上取值于 [−∞,+∞]且使得
´
A
f dµ ≥ 0对所有 A ∈ A 成立的可积函

数，则 f ≥ 0是 µ-几乎处处成立的。

证明 设 A = {x ∈ X|f(x) < 0} ∈ A，则
´
fχA dµ =

´
A
f dµ ≤ 0。根据条件，

´
fχA dµ = 0；而推论 12.3表明

fχA几乎处处为零，即 B = {x ∈ X|(fχA)(x) 6= 0} ∈ A 的测度为 0。又因为 A ⊆ B，故 µ(A) = 0，即 f ≥ 0是

µ-几乎处处成立的。

推论 12.5

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，f 是X 上取值于 [−∞,+∞]的可积函数，则 |f(x)| < +∞对于X 中几乎每个

x成立。

证明 设 An = {x ∈ A||f(x)| = n}，根据命题 12.17和12.19，µ(An) ≤ n−1
´
|f | dµ < +∞。利用极限的单调性

（定理 1.15），0 ≤ limn µ(An) ≤ 0，因此 limn µ(An) = 0。根据命题 11.7，µ({x ∈ X||f(x)| = +∞}) = µ(∪nAn) =

limn µ(An) = 0。

12.2.5 复值函数

定义 12.9 (复值函数可积性)

♣

设 (X,A , µ)为测度空间，若X 上复值函数 f 的实部R(f)和 I(f)分别可积，则称 f 可积（integrable）;
若 f 可积，则其积分定义为

´
f dµ =

´
R(f) dµ+ i

´
I(f) dµ。

类似命题 12.16，我们有如下结论。

命题 12.20

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f 和 g为 X 上的复制可积函数，α为复数，则

1. αf 和 f + g可积；

2. αf dµ = α
´
f dµ；

3.
´
(f + g) dµ =

´
f dµ+

´
g dµ。

证明 设 f 的实部和虚部分别为 f1 和 f2，α 的实部和虚部分别为 α1 和 α2。根据命题 12.16，
´
R(αf) dµ =´

(α1f1 − α2f2) dµ = α1

´
f1 dµ− α2

´
f2 dµ < +∞；类似地

´
I(αf) dµ < +∞，因此 αf 可积，此时ˆ

αf dµ =

Å
α1

ˆ
f1 dµ− α2

ˆ
g2 dµ

ã
+

Å
α1

ˆ
f2 dµ+ α2

ˆ
f1 dµ

ã
= (α1 + iα2)

Åˆ
f1 dµ+ i

ˆ
f2 dµ

ã
= α

ˆ
f dµ .

(12.2.13)

设 g的实部和虚部分别为 g1和 g2，根据命题 12.16，
´
R(f + g) dµ =

´
(f1 + g1) dµ =

´
f1 dµ+

´
g1 dµ < +∞；

类似地
´
I(f + g) dµ < +∞，因此 f + g可积，此时容易证明

´
(f + g) dµ =

´
f dµ+

´
g dµ。

对于复值可积函数，也有类似命题 12.17控制收敛的结论。
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12.3 极限定理

命题 12.21

♠

设 (X,A , µ)为测度空间，f 为 X 上关于 A 和 B(C)可测a的复值函数，那么 f 可积当且仅当 |f |可积。
若 f 或 |f |可积，则

∣∣´ f dµ∣∣ ≤ ´ |f | dµ。
a对于一般拓扑空间上的 Borel σ-代数，我们将放在第13章介绍；这里我们先将B(C)理解为所有复平面上的开集构成的集族。

证明 由于复数的模运算与 R2 中内积诱导的范数具有相同的形式，故函数 g : R2 → C, (x, y) 7→ x+ iy是从 R2

到 C的同胚。那么 f 关于 A 和 C的可测性等价于 f 关于 A 和 R2的可测性。为了书写简便，后续证明将 f 视

为 R2 上的函数3。这意味着对于任意形如 Bn = (−∞, b]× (−∞, n]的闭半空间，f−1(Bn) ∈ A，其中 b ∈ R且
n ∈ N。因此 {x ∈ X|R(f)(x) ≤ b} = ∪nf

−1(Bn) ∈ A，即 R(f)是 A 可测的；类似地 I(f)也是 A -可测的。
现在利用有理数的稠密性（定理 1.8），对于任意正实数 t ∈ R，{x ∈ X||f(x)| < t}可表示为⋃

r∈Q

({
x ∈ X

∣∣− r < R(f)(x) < r
}
∩
{
x ∈ X

∣∣−√t2 − r2 < I(f)(x) <
√
t2 − r2

})
∈ A , (12.2.14)

其中允许任意集合为空集，并集属于 A 利用了 Q的可数性（命题 1.7）；对于任意 t ≤ 0，{x ∈ X||f(x)| < t} =

∅ ∈ A。因此 |f |也是 A -可测的。若 f 可积，则根据命题 12.17，|R(f)|和 |I(f)|均可积；再利用命题 12.16，´
|f | dµ ≤

´
(|R(f)|+ |I(f)|) dµ =

´
|R(f)| dµ+

´
|I(f)| dµ < +∞，从而 |f |可积。反之若 |f |可积，则根据命

题 12.16，
´
|R(f)| dµ ,

´
|I(f)| dµ ≤

´
|f | dµ < +∞；根据命题 12.17，R(f)和 I(f)均可积，进而 f 可积。当 f

和 |f |可积时，记 w =
´
f dµ /

∣∣´ f dµ∣∣ ∈ C，那么根据命题 12.16和12.20，∣∣∣∣ˆ f dµ

∣∣∣∣ = w−1

ˆ
f dµ =

ˆ
(w−1f) dµ ≤

ˆ ∣∣w−1f
∣∣ dµ =

ˆ
|f | dµ . (12.2.15)

12.3 极限定理
这一节内容主要用于对积分的一些特征进行更细致的刻画，与纠缠理论不甚相关；并且这些结论与《数学

分析》课程中学习的关于 Riemann积分的结论大体一致。有鉴于此，读者可根据自身能力与需求阅读本节。

定理 12.1 (单调收敛定理)

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，f 和 f1, f2, · · · 是 X 上取值于 [0,+∞]的 A -可测函数，若

f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · and f(x) = lim
n
fn(x) (12.3.1)

在 X 中几乎每个 x点成立，则
´
f dµ = limn

´
fn dµ。

证明 首先假定(12.3.1)式对每个 x ∈ X 成立，那么仿照命题 12.13的证明，可知 limn

´
fn dµ ≤

´
f dµ；对于反向

不等式，根据命题 12.8，对每个 n ∈ N可选择取值于 [0,+∞)的可测非减简单函数列 (gn,k)，使得 fn = limk gn,k。

定义函数 hn = max {g1,n, · · · , gn,n}，那么 (hn)是取值于 [0,+∞)的非零简单函数列，并且 hn ≤ fn，否则存在

gk,n(x) > fn(x) ≥ fk(x)，使得 limn gk,n(x) = fk(x)不成立。此外，

|hn(x)− f(x)| = f(x)−max {g1,n, · · · , gn,n} ≤ f(x)− gk,n(x) for each k = 1, · · · , n. (12.3.2)

对于任意正数 ε，存在自然数 n1和 n2，分别使得 |fn(x)− f(x)| < ε/2对所有 n ≥ n1成立、|fk(x)− gk,n(x)| < ε/2

对所有 n ≥ n2 成立。因此在(12.3.2)式中取 k = n，则存在自然数 n0 = max {n1, n2}，使得

|hn(x)− f(x)| ≤ |f(x)− gn,n(x)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− gn,n(x)| < ε/2 + ε/2 = ε (12.3.3)

对所有 n ≥ n0 成立，即 limn hn = f。根据命题 12.14和12.15以及收敛的单调性（定理 1.15），
´
f dµ =

limn

´
hn dµ ≤ limn

´
fn dµ。

现在设 N ∈ A 包含使得(12.3.1)式中至少一个条件不成立的所有点，同时满足 µ(N) = 0。那么 fχNc 和函

数列 (fnχNc)满足前述条件，故
´
Nc f dµ =

´
(fχNc) dµ = limn

´
(fnχNc) dµ = limn

´
Nc fn dµ。由于 f 与 fχNc、

3尽管 C与 R2 上的函数存在解析性质上的差异，但就函数可测性而言，可以将两者视为等同（参见 [3]）。
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12.3 极限定理

fn 与 fnχNc 几乎处处相等，根据命题 12.18，
´
f dµ = limn

´
fn dµ。

注该结论是命题 12.13的推广，将其中 f 和 (fn)均简单可测的条件放宽到取值于 [0,+∞]且可测；值得注意的

是，该定理中函数 f 以及函数列 (fn)只假定非负且可测，并不要求其可积。

推论 12.6 (Beppo Levi定理)

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，
∑∞

k=1 是无穷级数，其各项为 X 上取值于 [0,+∞]的 A -可测函数，则ˆ ∞∑
k=1

fk dµ =

∞∑
k=1

ˆ
fk dµ . (12.3.4)

证明 设函数 f =
∑∞

k=1 fk，函数列 (fn)中每一项为 fn =
∑∞

k=1 fk，因此 (fn)非减且 f = limn fn。利用单调收

敛定理 12.1，
´ ∑∞

k=1 fk dµ =
´
f dµ = limn

´
fn dµ = limn

∑n
k=1

´
fk dµ =

∑∞
k=1

´
fk dµ。

例 12.3上述推论可用于构造如下一类测度：设 (X,A , µ)为测度空间，f : X → [0,+∞]，定义函数 ν : A → [0,+∞]

为 ν(A) =
´
A
f dµ，则 ν 是可测空间 (X,A )上的测度。这是因为对于不相交子集族 {An} ⊆ A，ν(∪nAn) =´

(fχ∪nAn) dµ =
´
f(
∑

n χAn) dµ =
∑

n ν(An)。该等式还表明，ν 是有限测度当且仅当 f 是 µ-可积的。
下一结论常用于证明函数是可积的，或者提供积分值的上界。

定理 12.2 (Fatous引理)

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，(fn)为 X 上取值于 [0,+∞]的 A -可测函数列，则ˆ
lim inf

n
fn dµ ≤ lim inf

n

ˆ
fn dµ . (12.3.5)

证明 对于每个正整数 n，定义 gn = inf {fk|k ≥ n}，那么根据命题 12.4，gn 是非减且 A -可测的。设 g =

lim infn fn = limn gn，则根据单调收敛定理 12.1，́ g dµ = limn

´
gn dµ。另外，根据命题 12.15，́ gn dµ ≤

´
fk dµ

对所有 k ≥ n 成立，因此关于 k 取下确界得
´
gn dµ ≤ inf

{´
fk dµ |k ≥ n

}
。最终得到

´
lim infn fn dµ ≤

limn inf
{´

fk dµ |k ≥ n
}
= lim infn

´
fn dµ。

定理 12.3 (Lebesgue控制收敛定理)

♥

设 (X,A , µ)为测度空间，g为X上取值于 [0,+∞]的可积函数，f 和 f1, f2, · · · 为X上取值于 [−∞,+∞]

的 A -可测函数，使得

f(x) = lim
n
fn(x) and |fn(x)| ≤ g(x) for n = 1, 2, · · · (12.3.6)

对 X 中几乎每个 x成立，则 f 和 f1, f2, · · · 是可积的，并且
´
f dµ = limn

´
fn dµ。

证明 首先证明函数 f 和函数列 (fn)的可积性。根据命题 12.15，́ |fn| dµ ≤
´
g dµ < +∞；因此根据命题 12.17，

fn 也是可积的。又因为 ||fn| − |f || ≤ |fn − f |对每个 n ∈ N成立，结合极限的单调性（定理 1.15），|f(x)| =
limn |fn(x)| ≤ g(x)。再次利用命题 12.17，可证明 f 可积。

现在假定 g(x) < +∞对 X 中每个 x成立，那么根据命题 12.3，(g + fn)是非负 A -可测函数列，极限的线
性性（定理 1.15）要求 limn(g + fn) = g + limn fn = f。因此根据 Fatou引理12.2和命题 1.25，ˆ

(g + f) dµ =

ˆ
lim
n
(g + fn) dµ =

ˆ
lim inf

n
(g + fn) dµ ≤ lim inf

n

ˆ
(g + fn) dµ , (12.3.7)

因此
´
f dµ ≤ lim infn

´
fn dµ；类似地，

´
(g − f) dµ ≤ lim infn

´
(g − fn) dµ，从而

´
f dµ ≥ lim supn

´
fn dµ。

根据命题 1.25，lim infn
´
fn dµ = lim supn

´
fn dµ =

´
f dµ意味着 (

´
fn dµ)收敛到

´
f dµ。

最后设 N ∈ A 包含使得(12.3.6)式中至少一个条件不成立的所有点，同时满足 µ(N) = 0。类似单调收敛定

理 12.1最后一段论述，可证明此时结论也成立。
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第 13章 Haar测度

这一章会涉及较多一般拓扑空间的性质，如文中有提及，请及时查阅附录第A章。
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13.1 局部紧空间

定义 13.1 (局部紧)

♣若拓扑空间的每个点都具有闭包紧致的开邻域，则称该拓扑空间是局部紧的（locally compact）。

例 13.1 Hausdorff空间（Hausdorff space）指的是其中的点“由邻域分离”的拓扑空间 (X, T )；具体而言，对于

任意 x, y ∈ X，分别存在 x和 y的邻域 U 和 V，使得 U ∩ V = ∅。局部紧 Hausdorff空间的例子包括：
Euclidean空间 Rd，对于任意实数 a < b，有理数的稠密性（定理 1.8）要求存在 r ∈ Q使得 a < r < b，因此

该空间是 Hausdorff的；另外根据 Heine-Borel定理 1.10保证 x的每个开邻域 B(x, r)的闭包 B̄(x, r)紧致；

具有离散拓扑（参见例A.1）的空间，在离散度量下B(x, 1/2) = {x}对任意 x ∈ X成立，因此其为Hausdorff
的；另外 {x} = B(x, 1/2) = B̄(x, 1/2)，因此对于 B̄(x, 1/2)的任意开覆盖 ∪i∈IUi，存在 i使得 x ∈ Ui，故

Ui 为 B̄(x, 1/2)的有限子覆盖，从而 B̄(x, 1/2)紧致。综合以上分析，该拓扑空间也是局部紧的；

紧 Hausdorff空间，它显然是局部紧的。
不过例5.2中的 `2 空间在赋以范数 (xn) 7→ (

∑
n |xn|

2
)1/2 诱导的拓扑时不是局部紧的。考虑包含原点的开邻域

B(0, 1)，其闭包为闭球 B̄(0, 1)。在该闭球上恰好存在 `2的一组 Hilbert基 {en}，其中 en在第 n个坐标为 1、在
其余坐标为 0。显然每个 en ∈ `2，但是 ‖en − em‖ =

√
2对所有 n 6= m成立。因此序列 (en)不是 Cauchy列，进

而闭球 B̄(0, 1)不是序列紧的1，那么它自然也不可能是紧致的。对于包含原点的任意开球 B(0, r)，我们可以采

用完全相同的思路，证明其每个开邻域的闭包都不是序列紧的，因而 `2 不是局部紧的。

我们在第11章定义了 Rd 上的 Borel σ-代数。对于一般的集合 X，可将此概念推广。

定义 13.2 (Borel σ-代数)

♣

设X 为 Hausdorff拓扑空间，则X 上的 Borel σ-代数（Borel σ-algebra）是X 的所有开（闭）子集生成的

σ代数；X 的 Borel子集（Borel subset）是属于B(X)的集合。

有了推广的 Borel σ-代数的概念，我们可以进一步定义正则 Borel测度；它是后续讨论 Haar测度的基础。

定义 13.3 (正则 Borel测度)
设 X 为 Hausdorff拓扑空间，则 X 上的 Borel测度（Borel measure）是以B(X)为定义域的测度。设 A

为 X 上使得B(X) ⊆ A 的 σ-代数，则如果 A 上的正测度 µ满足

1. 每个 X 的紧子集K 满足 µ(K) < +∞；
2. 每个 A 中的集合 A满足 µ(A) = inf {µ(U)|A ⊆ U and U is open}；

1我们在这里并没有详细展开聚点的概念，因此也没有给出度量空间内紧致性与序列紧致性的等价性，详见 [4]。



13.2 拓扑群

♣

3. 每个 X 中的开子集 U 满足 µ(U) = sup {µ(K)|K ⊆ U and K is compact}。
则称 µ正则（regular）。X 上的正则 Borel测度（regular Borel measure）是以B(X)为定义域的正则测度。

为了便于后续概念的引入，我们还要先证明一些关于局部紧空间的基本结论。

引理 13.1

♥

设 X 和 Y 为 Hausdorff 拓扑空间，f : X → Y 为连续函数，那么 f 是 Borel 可测的，即关于 B(X) 和

B(Y )可测。

证明 根据命题 1.17，f 连续意味着对于 Y 的任意开集 U，f−1(U)是开集，因而也在B(X)内。根据命题 12.11，
由于B(Y )是由所有开集 U 生成的 σ-代数，故 f 是 Borel可测的。

定理 13.1 (Riesz表示定理)

♥

设X 为局部紧 Hausdorff空间，I 为K (X)上的正线性泛函，那么存在X 上唯一的正则 Borel测度 µ，使

得 I(f)对K (X)中的每个 f 成立。

鉴于我们已经了解过内积空间中的 Riesz表示定理 5.11和8.11，在这里我们直观上相信它是正确的；并且缺
少该定理并不影响 Haar测度的构造，只影响其部分性质，因此略去证明。有兴趣的读者可参见 [3]第 7章。

13.2 拓扑群

定义 13.4 (拓扑群)

♣
拓扑群（topological group）是具有群结构和拓扑结构的集合 G，其运算 (x, y) 7→ xy和 x 7→ x−1 均连续。

注 首先，此处有序对 (x, y) 所在的集合 G × G 被视为使用乘积拓扑（参见命题 A.2）得到的拓扑空间；其次，
(x, y) 7→ xy是从乘积空间 G×G到 G的连续函数，我们要求 (x, y) ∈ G×G的像 xy ∈ G关于 x和 y“联合连

续”，而不仅仅是固定 x时关于 y连续，或者固定 y时关于 x连续。

定义 13.5 (局部紧群和紧群)

♣

局部紧拓扑群（locally compact topological group）或局部紧群（locally compact group）是拓扑局部紧的
Hausdorff拓扑群。紧群（compact group）是拓扑紧的 Hausdorff拓扑群。

例 13.2
1. 集合 R连同其通常的拓扑和作为群运算的加法，构成一个局部紧群。类似地，Rd、Zd 也是局部紧群；

2. 非零实数 R∗ 连同其从 C继承的子空间拓扑（参见命题 A.1），在作为群运算的乘法下构成一个局部紧群；
3. 设 T = {z ∈ C||z| = 1}，则 T连同其从 C继承的子空间拓扑，在作为群运算的乘法下构成一个紧群；
4. 有理数集 Q连同其从 R继承的子空间拓扑，在作为群运算的加法下不是局部紧的；
5. 任意群 G连同其使得 G的每个子集为开集的拓扑构成一个局部紧群；G紧致当且仅当 G有限。

定义 13.6 (邻域系的基)

♣

设 X 为拓扑空间，x为 X 的一个元素。若 X 的子集族 U 满足：

1. U 的每个元素是 x的一个开邻域；

2. 对于 x的每个开邻域 V，存在属于 U 且包含于 V 内的集合。

则称 U 为 x的邻域系a的基（base for the family of neighborhoods of x）

a邻域以及邻域系的概念参见定义 A.2
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13.2 拓扑群

设G是一个群，若 a ∈ G且B ⊆ G，那么乘积 aB和Ba分别定义为 aB = {ab|b ∈ B}和Ba = {ba|b ∈ B}。
类似地，若B和C是G的子集，那么BC和B−1分别定义为BC = {bc|b ∈ B and c ∈ C}和B−1 =

{
b−1|b ∈ B

}
。

若 B = B−1，则称集合 B 是对称的（symmetric）。因此 B 对称当且仅当条件 x ∈ B 等价于条件 x−1 ∈ B。

命题 13.1

♠

设 G为拓扑群，e为 G的单位元，a为 G的任意元素。

1. 函数 x 7→ ax, x 7→ xa和 x 7→ x−1 是从 G到 G上的同胚；

2. 若 U 是 e的一组邻域系的基，则 {aU |U ∈ U }和 {Ua|U ∈ U }均为 a的邻域系的基；

3. 若K 和 L是 G的紧子集，则 aK,Ka,KL和K−1 均为 G的紧子集。

证明

1. 定义映射 fα : G → G × G为 fa(x) = (a, x)，则 fa = (ca, id)，其中常映射 ca 和单位映射 id在 G上均连

续。利用乘积拓扑的泛性质（定理 A.2），fa 连续。结合复合映射的连续性（命题 A.3）与拓扑群的定义，
映射 x 7→ ax是连续的。类似地，x 7→ xa也连续，而 x 7→ x−1 的连续性源于拓扑群的定义。对于逆映射，

其相当于将 a ∈ G替换为其逆元 a−1，完全相同的思路可证明逆映射的连续性。因此这些映射为同胚；

2. 对于任意 U ∈ U，首先 U 是 e的开邻域，其次存在 V ∈ U 使得 V ⊆ U。根据上一条结论，x 7→ ax是开

映射，因此 aU 也是开集，同时 a = ae ∈ aU；也存在 aV 使得 aV ⊆ aU。因此 {aU |U ∈ U }构成 a的邻

域系的基；类似地，{Ua|U ∈ U }也是 a的邻域系的基；

3. 设 ∪n
i=1Ui 和 ∪m

j=1Vj 分别为 K 和 L的有限开覆盖，那么对于任意 x ∈ aK，存在指标 i使得 a−1x ∈ Ui，

因此 x ∈ aUi ⊆ ∪n
i=1(aUi)。根据第一条结论，x 7→ ax是开映射，故 aUi也是开集，从而 ∪n

i=1(aUi)是 aK

的有限开覆盖，即 aK 紧致。类似地，Ka和K−1也是 G的紧子集。对于任意 a ∈ L，{Uia}ni=1构成Ka

的有限子覆盖；而 a ∈ L ⊆ ∪m
j=1Vj 意味着存在指标 j 使得 a ∈ Vj。因此对于任意 x ∈ KL，存在 a ∈ L使

得 xa−1 ∈ ∪m
i=1(Ui)，即 x ∈ ∪m

i=1(Uia) ⊆ ∪m
i=1(UiVj) ⊆ ∪i,jUiVj。可见KL紧致。

命题 13.2

♠

设 G为拓扑群，e为 G的单位元，U 为 e的开邻域，那么

1. 存在 e的开邻域 V 使得 V V ⊆ U；

2. 存在 e的对称开邻域包含在 U 内。

证明

1. 由于映射 (x, y) 7→ xy 连续，该映射关于 U 的原像W = {(x, y)|xy ∈W}是开集，并且 (e, e) ∈ W。根据

命题 A.2，存在 e的开邻域 V1, V2 ⊆ G使得 V1 × V2 ⊆ W . 那么集合 V = V1 ∩ V2 也是 e的开邻域，满足

V × V ⊆W，进而在映射 (x, y) 7→ xy下，V V ⊆ U；

2. 由于映射 x 7→ x−1连续，如果 U 是 e的开邻域，那么 U−1也是 e的开邻域，从而 V = U ∩ U−1 ⊆ U 是 e

的对称开邻域。

定义 13.7 (一致连续)

♣

设G为拓扑群，f为G上的实（复）值函数，那么对于每个正数 ε，若存在 e的开邻域U使得 |f(x)− f(y)| < ε

对每对满足 y ∈ xU 的 x, y ∈ G成立，则称 f 左一致连续（left uniformly continuous）；类似地，若存在 e

的开邻域 U 使得 |f(x)− f(y)| < ε对每对满足 y ∈ Ux的 x, y ∈ G成立，则称 f 右一致连续。

注 根据命题 13.2，对于 e 的开邻域 U，我们总可以选择其对称开邻域 V = U ∩ U−1；在这样的开邻域 V 内，

y ∈ xV 等价于 y−1x = (x−1y)−1 ∈ V，即 x ∈ yV。因此在这样的定义中，x和 y实际上是对称的。

命题 13.3

♠

设 G为局部紧群，定义K (G)为所有使得 supp(f)紧致的连续函数 f : G→ R构成的集合，则K (G)中

的每个函数都是左一致连续且右一致连续的。
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13.3 Haar测度的存在唯一性

证明 设 f ∈ K (G)且K = supp(f)紧致，ε为任意正数。由于 f 连续，对于K 中的每个 x，可以如下选择 e的

开邻域 Ux：根据命题 13.1，xUx 是 x的开邻域，因此存在 Ux 使得 |f(x)− f(y)| < ε/2对任意 y ∈ xUx 成立。

利用命题 13.2，对于这样的开邻域 Ux，可选择开邻域 Vx，使得 VxVx ⊆ Ux；而命题 13.1表明 xVx 为 x的开邻

域，因此 ∪x∈K(xVx)构成K 的一个开覆盖。K 的紧致性表明，存在K 中有限个点 x1, · · · , xn以及对应的开邻
域 V1, · · · , Vn，使得K ⊆ ∪n

i=1(xiVi)。根据命题 13.2，存在包含在 e的开邻域 ∩n
i=1Vi 内的对称开邻域 V，我们

希望证明：若 x, y ∈ G且 y ∈ xV，则 |f(x)− f(y)| < ε。

对于任意 x, y ∈ G，当 x /∈ K 且 y /∈ K 时，显然 f(x) = f(y) = 0，进而 |f(x)− f(y)| = 0 < ε自然成立；

当 x ∈ K 时，对于任意 y ∈ xV，由于 x ∈ K ⊆ ∪n
i=1(xiVi)，此时存在指标 i使得 x ∈ xiVi ⊆ xiUxi

，同时 y ∈
xV ⊆ (xiVi)Vi ⊆ xiUxi。这意味着存在指标 i使得 x, y ∈ xiUxi；回顾 Ux的构造，可知此时 |f(xi)− f(x)| < ε/2

且 |f(xi)− f(y)| < ε/2，进而 |f(x)− f(y)| < ε；当 y ∈ K 时，对于任意 y ∈ xV，由于 V 是 e的对称开邻域，

此时该条件等价于 x ∈ yV 且 y ∈ K。采用与前文相同的证明（仅交换符号 x和 y），同样得到 ¯f(y)− f(x) < ε。

因此 f 是左一致连续的，其右一致连续性类似可证。

推论 13.1

♥

设G为局部紧群，µ为G上的正则Borel测度，f ∈ K (G)，则函数 x 7→
´
f(xy)µ(dy)和 x 7→

´
f(yx)µ(dy)

都是连续的。

证明 设K = supp(f)；对于任意 x0 ∈ G，根据局部紧的定义，设W 为 x0的闭包紧致的开邻域。根据命题 13.1以
及复合映射的连续性（命题A.3），对于W 中的每个 x，映射 y 7→ f(yx)是连续的；此外，当 y /∈ KW̄−1时，假设

存在 x ∈W 使得 f(yx) 6= 0，那么 yx ∈ K，进而 y ∈ Kx−1 ⊆ KW−1 ⊆ KW̄−1，矛盾。因此 f 在KW̄−1外的函

数值为 0。根据命题 13.1，W̄−1紧致，进而KW̄−1紧致，因此正则 Borel测度要求 µ(KW̄−1) < +∞。设 ε为任意

正数，那么存在正数 ε′ < ε/µ(KW̄−1)。根据命题 13.3，f 左一致连续，因此存在 e的开邻域 V 和任意满足 s ∈ tV

的 s, t ∈ G，使得 |f(s)− f(t)| < ε′。那么对于每个 x ∈ W ∩ (x0V )和 y ∈ G，首先有 yx ∈ y(x0V ) = (yx0)V；

根据命题 12.16和12.17，取 s = yx, t = yx0 可得∣∣∣∣ˆ f(yx)µ(dy)−
ˆ
f(yx0)µ(dy)

∣∣∣∣ ≤ ˆ |f(yx)− f(yx0)|χKW̄−1µ(dy)

≤ ε′ · µ(K) = ε′ · µ(KW̄−1) = ε.

(13.2.1)

综上，对于任意 x0 ∈ G，在其闭包紧致的开邻域内存在开邻域 U，使得
∣∣´ f(yx)µ(dy)− ´ f(yx0)µ(dy)∣∣ < ε对

任意正数 ε和任意 x ∈ U 成立；可见映射 x 7→
´
f(xy)µ(dy)连续。类似地，映射 x 7→

´
f(yx)µ(dy)也连续。

13.3 Haar测度的存在唯一性
根据引理 13.1和命题 13.1，若 x ∈ G且 A ∈ B(G)，则映射 y 7→ xy和 y 7→ yx均为同胚，进而这两个映射

都是 Borel可测的，即 xA ∈ B(G)。由此我们可以给出如下定义。

定义 13.8 (Haar测度)

♣

设G为局部紧群，µ为G上的非零正则 Borel测度。若 µ在左平移下不变（invariant under left translation），
即 µ(xA) = µ(A)对每个 x ∈ G和每个 A ∈ B(G)成立，则称其为左 Haar测度（left Haar measure），或简
称为 Haar测度。类似地，若 µ(Ax) = µ(A)对每个 x ∈ G和每个 A ∈ B(G)成立，则称其为右 Haar测度。

例 13.3
1. 结合命题 11.16和例13.2，R或 Rd 上的 Lebesgue测度同时是左 Haar测度和右 Haar测度；
2. 若G是被赋予离散拓扑的群，那么G上的计数测度同时是左 Haar测度和右 Haar测度；直观上看，G的任
意有限子集在左乘任一群元后不可能增加新元素，而左乘的可逆性要求左乘后得到的新元素不可能彼此相

同。特别地，整数群 Z上的计数测度是 Haar测度。
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13.4 Haar测度的性质

定理 13.2 (左 Haar测度的存在性)

♥设 G为局部紧群，则存在 G上的左 Haar测度。

该结论的构造性证明过于复杂，有兴趣的读者请参见 [3]，这里我们仅介绍一些关于 Haar测度的基本性质。

引理 13.2

♥

设 G 为局部紧群，µ 为 G 上的左 Haar 测度，那么存在 G 的非空开子集满足 µ(U) > 0，并且每个属于

K (G)且不恒为零的非负函数 f 满足
´
f dµ > 0。

证明 由于 µ正则且非零，假设 µ(K) = 0对所有紧致集成立，那么 µ的正则性要求开集 G的测度 µ(G) = 0，

与 µ 非零矛盾。因此存在紧致集 K 使得 µ(K) > 0，设 U 为 G 的非空开子集，则 ∪x∈G(xU) 是 K 的一个开

覆盖。那么存在 x1, · · · , xn ∈ G 使得 K ⊆ ∪n
i=1(xiU)。根据命题 11.5和11.6以及 Haar 测度的左平移不变性，

µ(K) ≤ µ(∪n
i=1xiU) ≤

∑n
i=1 µ(xiU) =

∑n
i=1 µ(U) = nµ(U)，因此 µ(U) > 0。现在设 f ∈ K (G)为不恒为零的

非负函数，那么存在正数 ε和非空开集 U 使得 f ≥ εχU。因此根据命题 12.16，
´
f dµ ≥

´
εχU dµ = εµ(U) > 0。

定理 13.3 (Haar测度的唯一性)

♥设 G为局部紧群，µ和 ν 为 G上的左 Haar测度，则存在正实数 c使得 ν = cµ。

证明 设 g ∈ K (G)为不恒为零的非负函数，f ∈ K (G)为任意函数。根据引理 13.2，
´
g dµ > 0，同时可证明

（参见 [3]）
´
f dµ /

´
g dµ仅依赖于函数 f 和 g、不依赖于特定的 Haar测度 µ。因此对于不同的 Haar测度 µ和

ν，记正实数 c =
´
g dµ /

´
g dµ，上述定理表明

´
f dν = c

´
f dµ。根据 Riesz表示定理 13.1，上式对每个K (G)

中的 f 成立，因此测度唯一，即 ν = cµ。

13.4 Haar测度的性质
设G为局部紧群，µ为G上的正则 Borel测度。根据命题 13.1，映射 x 7→ x−1是从G到G的同胚；因此根

据引理 13.1，G的 Borel子集A恰好是那些使得A−1 ∈ B(G)的子集。那么在B(G)上定义函数 µ̌(A) = µ(A−1)，

容易验证该函数也是正则 Borel测度。定义函数 f̌ : G→ G为 t 7→ t−1，那么我们有如下结论。

命题 13.4

♠
设G为局部紧群，µ为G上的左 Haar测度。若 f 是非负 Borel函数或 µ̌-可积的函数，则

´
f dµ̌ =

´
f̌ dµ。

证明 首先考虑 f 为简单可测函数的情形，不妨设 f =
∑m

i=1 aiχAi
，那么根据命题 12.12，

ˆ
f dµ̌ =

m∑
i=1

aiµ̌(Ai) =

m∑
i=1

aiµ(A
−1
i ) =

m∑
i=1

ai

ˆ
χA−1

i
dµ =

ˆ ( m∑
i=1

aiχA−1
i

)
dµ . (13.4.1)

另一方面，根据定义容易逐点验证 f̌ =
∑m

i=1 aiχA−1
i
，因此

´
f dµ̌ =

´
f̌ dµ。

若 f 为 G上的非负 Borel函数，根据定义 12.7，对于任意满足 g ≤ f 的简单函数 g，考虑任意 x ∈ G，有

ǧ(x) = g(x−1) ≤ f(x−1) = f̌，因此 ǧ ≤ f̌ 也成立。由于
´
ǧ dµ =

´
g dµ̌ ≤

´
f dµ̌对所有满足 ǧ ≤ f̌ 的简单函

数 ǧ成立，故
´
f̌ dµ ≤

´
f dµ̌；类似地

´
f dµ̌ ≤

´
f̌ dµ，从而两者相等。对于 µ̌-可积的函数，其正部 f+ 和负

部 f− 分别满足
´
f+ dµ̌ =

´
f̌+ dµ和

´
f− dµ̌ =

´
f̌− dµ，因此

´
f dµ̌ =

´
f̌ dµ。

命题 13.5

♠

设 G为局部紧群，µ为 G上的正则 Borel测度，那么 µ是左 Haar测度当且仅当 µ̌是右 Haar测度；µ是
右 Haar测度当且仅当 µ̌是左 Haar测度。

证明 利用恒等式 (Ax)−1 =
{
(ax)−1|a ∈ A

}
=
{
x−1a−1|a ∈ A

}
= x−1A−1，µ̌(Ax) = µ(x−1A−1) = µ(A−1) =

µ̌(A)对每个 x ∈ G和每个 A ∈ B(G)成立当且仅当 µ是左 Haar测度。利用 ˇ̌µ = µ可证明另一结论。
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13.4 Haar测度的性质

推论 13.2

♥设 G为局部紧群，则 G上存在一个右 Haar测度，并且在常倍数下唯一。

证明 结合定理 13.2和13.3和命题 13.5可直接证明该结论。

命题 13.6

♠设 G为局部紧群，µ为 G上的左 Haar测度，则 µ有限当且仅当 G紧致。

证明 若 G 紧致，则 µ 的正则性要求 µ(G) < +∞，必要性得证；若 µ 有限，根据引理 13.2的证明，存在 G

的紧子集 K 使得 µ(K) > 0。µ(G)的有限性意味着对于那些使得集族 {xiK}ni=1 内元素不相交的序列 {xi}ni=1，

µ(∪n
i=1xiK) = nµ(K) ≤ nµ(G) < +∞。因此 n有限，从中选择最大者。那么对于任意 x ∈ G，xK∩(∪n

i=1xiK) 6=
∅，即 x ∈ (∪i = 1nxiK)K−1。因此 G ⊆ (∪n

i=1xiK)K−1 ⊆ G，即 G = (∪n
i=1xiK)K−1 紧致（命题 13.1）。

注对于每个紧致群 G上的任意 Haar测度 µ，常常通过 ν = µ(G)−1µ定义一个所谓“归一化”的 Haar测度。

命题 13.7 (模函数)

♠

设 G为局部紧群，µ为 G上的左 Haar测度。对于每个 x ∈ G和 A ∈ B(G)，定义映射 µx : G → R为
µx(A) = µ(Ax)，则 µx也是G上的左Haar测度；此时模函数（modular）∆ : G→ R定义为∆(x) = µx/µ；

该函数仅由群 G确定，不依赖于特定的左 Haar测度 µ。

证明 根据命题 13.1，映射 u 7→ ux是从G到G的同胚，因此是G上Borel σ-代数之间的双射；因此容易验证 µx为

正则 Borel测度。而 µ的左平移不变性意味着 µx(yA) = µ(yAx) = µ(Ax) = µx(A)对任意 x, y ∈ G和A ∈ B(G)

成立，那么 µx 也是 G上的左 Haar测度。根据定理 13.3，对每个 x存在一个正数 ∆(x)，使得 µx = ∆(x)µ。设

ν 是 G上的另一个左 Haar测度，根据定理 13.2，存在正实数 c使得 ν = cµ，那么 νx = cµx = c∆(x)µ = ∆(x)ν

对每个 x ∈ G成立，从而 ∆不依赖于特定的 Haar测度。

命题 13.8

♠

设 G为局部紧群，∆为 G的模函数，则

1. ∆连续；

2. ∆(xy) = ∆(x)∆(y)对每个 x, y ∈ G成立。

证明

1. 设µ为G上的左Haar测度，f ∈ K (G)是不恒为零的非负函数。根据引理 13.2，́ f dµ > 0。类似命题 13.4的
思路，可证明

´
fx dµ = ∆(x)

´
f dµ。最后利用推论 13.1，可证明映射 x 7→

´
f(yx) dµ = ∆(x)

´
f dµ连

续，即取定 f 后 ∆连续；

2. 直接验证：∆(xy)µ(A) = µxy(A) = µ(Axy) = ∆(y)µ(Ax) = ∆(x)∆(y)µ(A)对任意 A ∈ B(G)成立，因此

∆(xy) = ∆(x)∆(y)。

若局部紧群 G的模函数对于每个 x ∈ G都满足 ∆(x) = 1，则称 G为幺模的（unimodular）。因此局部紧群
G幺模当且仅当 G上每个左 Haar测度都是右 Haar测度；当然每个局部紧的交换群都是幺模的。

命题 13.9

♠每个紧群都是幺模的。

证明 设 G为紧群，∆为其模函数。根据命题 13.8，容易由归纳法证明 ∆(xn) = ∆(x)n 对每个 x ∈ G和每个

n ∈ N成立。根据命题 13.6，G的紧致性要求 µ有限。假设∆(x) > 1，那么根据 Archimedean性质（命题 1.19），
对于每个 A ∈ B(G)和任意正数M，存在 n ∈ N使得 µxn(A) = (∆(x))nµ(A) > M，矛盾。因此∆(x) ≤ 1；另

一方面，若存在 x ∈ G使得 0 < ∆(x) < 1，则根据命题 13.8，∆(x−1) = ∆(x)−1 > 1，同样与有限性矛盾。因此

只能有 ∆(x) = 1对所有 x ∈ G成立，即紧群 G是幺模的。
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第四部分

C∗-代数



第 14章 Banach空间

本章的目标是引入一类以 Rn 为模型的向量空间。除去基本的代数性质，我们在 Rn 上定义了“范数”，这

使得我们可度量点之间的距离。我们将范数的概念推广到一般向量空间，并证明这些“赋范空间”的一些性质。

我们将看到，所有有限维赋范空间本质上是 Rn 或 Cn。若空间是无穷维的，则情况会更复杂。

目录
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14.1 赋范空间
我们已经在第5.1.2小节接触了内积空间上的范数，现在将这一概念推广到一般向量空间。

定义 14.1 (范数)

♣

设 X 为向量空间，若映射 ‖·‖ : X → R满足
1. 正定性：‖x‖ ≥ 0对所有 x ∈ X 成立，并且 ‖x‖ = 0当且仅当 x = 0；

2. 线性性：‖αx‖ = |α|‖x‖对所有 x ∈ X 和 α ∈ F成立；
3. 三角不等式：‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖对所有 x, y ∈ X 成立；

则称映射 ‖·‖是 X 上的范数，(X, ‖·‖)或 X 是赋范空间（normed space）。

由上述定义可以导出一个简单而十分重要的结果。

命题 14.1 (反向三角不等式)

♠
设 (X, ‖·‖)为赋范空间，那么对于所有 x, y ∈ X，‖x− y‖ ≥ |‖x‖ − ‖y‖|。

证明 三角不等式给出 ‖x‖ = ‖(x− y) + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖，类似地 ‖y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖x‖，综合两式可得结论。

引理 14.1

♥
设 (X, ‖·‖)为赋范空间，并且对于所有 x, y ∈ X 定义 d(x, y) = ‖x− y‖，那么 (X, d)是一个度量空间。

注该引理可通过验证度量的定义直接证明。从该引理可以看出，相比代数性质，范数更侧重于刻画向量空间的

拓扑性质，因此习惯上用字母 X,Y 而非 V,W 表示。

事实上，我们总是为赋范空间赋予一个由范数诱导的度量所生成的拓扑；在此基础上讨论范数的连续性是

有意义的。以下定理表明，该拓扑与向量空间结构是相容的。

命题 14.2
给定赋范空间 (X, ‖·‖)，下列映射关于乘积拓扑（参见命题 A.2）是连续的。

1. 范数的连续性：对于所有 x ∈ X，x 7→ ‖x‖；
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♠

2. 加法的连续性：对于所有 x, y ∈ X，(x, y) 7→ x+ y；

3. 标量乘法的连续性：对于所有 α ∈ F和 x ∈ X，(α, x) 7→ αx。

证明

1. 对于任意正数 ε和 x ∈ X，根据反向三角不等式（命题 14.1），当 d(x, y) = ‖x− y‖ < ε时，|‖x‖ − ‖y‖| ≤
‖x− y‖ < ε。根据命题 1.16，‖·‖连续；

2. 对于任意正数 ε和 x, y ∈ X，根据三角不等式，当 d(x, a) = ‖x− a‖ < ε/2且 d(y, b) = ‖y − b‖ < ε/2时，

d(x+ y, a+ b) ≤ ‖x− a‖+ ‖y − b‖ < ε。根据命题 1.16，该映射连续；
3. 对于任意正数 ε 和 x ∈ X，根据线性性与三角不等式，当 |α− β| < ε/2‖x‖ 时，|β| ≤ |α| + |α− β| <

|α|+ ε/2‖x‖。那么当 ‖x− y‖ < (‖x‖+ 2|α|/ε)−1 时，

‖αx− βy‖ ≤ ‖αx− βx‖+ ‖βx+ βy‖ = |α− β|‖x‖+ |β|‖x− y‖ < ε. (14.1.1)

根据命题 1.16，该映射连续。
在研究度量空间时，一类相当重要的度量空间是完备空间；这在赋范空间中也类似。

定义 14.2

♣关于范数诱导的度量完备的赋范空间称为 Banach空间（Banach space）。

Banach空间最简单的例子就是 Fn。我们就级数性质给出 Banach空间的一种刻画。

定理 14.1

♥赋范空间 X 完备当且仅当 X 中每个绝对收敛的级数收敛。

证明 对于充分性，设
∑

n un 为 X 中绝对收敛的级数，记部分和为 sn =
∑n

k=1 uk。由于
∑

n ‖un‖收敛，其部
分和

∑n
k=1 ‖uk‖为 Cauchy列，即对于任意正数 ε，存在自然数 n0 使得

∑n
k=m+1 ‖uk‖ < ε对所有 n > m ≥ n0

成立。利用三角不等式，对于这样的自然数 n和m，‖sn − sm‖ ≤
∑n

k=m+1 ‖uk‖ < ε，因此 (sn)也是 Cauchy列。
X 的完备性要求 (sn)收敛，即

∑
n un 收敛。

反之对于必要性，设 (xn)为X中的 Cauchy列，那么存在自然数 nk使得 |xn − xm| < 2−k对所有 n,m ≥ nk

成立。不妨取 n = nk+1,m = nk，那么
∥∥xnk+1

− xnk

∥∥ < 2−k，这意味着
∑m

k=1

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ < 1− 2−m对所有

自然数m成立。实数列极限的单调性（定理 1.15）表明
∑

k

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ ≤ 1 <∞，因此级数
∑

k(xnk+1
−xnk

)

绝对收敛，进而收敛。该级数部分和为
∑m

k=1(xnk+1
−xnk

) = xnm+1
−xn1

，因此存在 x = limm xnm+1
−xn1

∈ X。

极限的唯一性（命题 1.10）要求 limn xn = x+ xn1 ∈ X，因此赋范空间 (X, ‖·‖)完备。

14.2 常见 Banach空间
在本节中，我们从基本不等式和 Fn 中的范数族入手，给出 Banach空间的一些例子。

14.2.1 有限维内积空间

对于 1 ≤ p ≤ ∞，我们定义 x = (x1, · · · , xn) ∈ Fn 上的 p-范数为

‖x‖p =

(
∑n

i=1 |xi|
p
)1/p, if 1 ≤ p <∞,

max {|xi||1 ≤ i ≤ n}, if p = ∞.
(14.2.1)

为了证明 p-范数确为范数，并且导出这些范数之间的关系，首先我们需要 Young不等式。

引理 14.2 (Young不等式)

♥
设 p, q ∈ (1,∞)使得 1/p+ 1/q = 1，那么对于所有的 a, b ≥ 0，ab ≤ ap/p+ bq/q。
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证明 a = 0或 b = 0时，该不等式平凡成立，因此假定 a, b > 0，此时 Jensen不等式给出

ln(ab) =
1

p
ln ap +

1

q
ln bq ≤ ln

Å
ap

p
+
bq

q

ã
=⇒ ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (14.2.2)

上述引理相当重要；我们称引理中的 q 是与 p对偶的指数（exponent dual to p）或p的共轭指数（conjugate
exponent）。若 p = 1，我们取 q = ∞，反之类似。通过 Young不等式，我们可以得到 Hölder不等式。

定理 14.2 (Hölder不等式)

♥

设 1 ≤ p ≤ ∞，q为与之对偶的指数，那么对于所有 x, y ∈ Fn，‖xy‖1 ≤ ‖x‖p‖y‖q，或者具体写为
n∑

i=1

|xiyi| ≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|yi|q
)1/q

. (14.2.3)

证明 根据引理 14.2，对于每个 i = 1, · · · , n，
|xi|

(
∑n

i=1 |xi|
p
)1/p

· |yi|
(
∑n

i=1 |yi|
q
)1/q

≤ |xi|p

p(
∑n

i=1 |xi|
p
)
+

|xi|q

q(
∑n

i=1 |yi|
q
)
. (14.2.4)

对上式求和得
∑n

i=1 |xiyi|/(
∑n

i=1 |xi|
p
)1/p(

∑n
i=1 |yi|

q
)1/q ≤ 1/p+ 1/q = 1，结论得证。

现在我们可以得到如下不等式，进而证明 p-范数确为范数。

定理 14.3 (Minkowski不等式)

♥

设 p > 1且 x, y ∈ Fn，那么 ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p，或者具体写为(
n∑

i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
)1/p

. (14.2.5)

证明 p的共轭指数 q = p/(p− 1)，因此根据 Hölder不等式（定理 14.2）和三角不等式，

‖x+ y‖pp =

n∑
i=1

|xi + yi|p ≤
n∑

i=1

|xi + yi|p−1
(|xi|+ |yi|) =

n∑
i=1

|xi + yi|p−1|xi|+
n∑

i=1

|xi + yi|p−1|yi|

≤

(
n∑

i=1

|xi + yi|(p−1)q

)1/q( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|xi + yi|(p−1)q

)1/q( n∑
i=1

|yi|p
)1/p

=

(
n∑

i=1

|xi + yi|p
)1−1/p

(‖x‖p + ‖y‖p) = ‖x+ y‖p−1
p (‖x‖p + ‖y‖p).

(14.2.6)

对于非零的 x, y ∈ Fn，上述不等式可化简为 ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p。
综合以上结论，我们有以下定理。

定理 14.4

♥

设 1 ≤ p ≤ ∞，则 ‖·‖p是 Fn上的范数。此外，若 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞，那么 ‖x‖q ≤ ‖x‖p ≤ n(q−p)/qp‖x‖q 对
所有 x ∈ Fn 成立，并且该不等式是最优的（等号可成立）。

证明 结合Minkowski不等式（定理 14.3），容易验证 ‖·‖为范数。若 q = ∞，不妨考虑 1 ≤ p < ∞的情形，此
时 |xi| ≤ (

∑n
i=1 |xi|

p
)1/p 对所有 i成立，因此 ‖x‖∞ = maxi |xi| ≤ ‖x‖p，等号成立当且仅当存在唯一非零的 xi；

另一方面 |xi| ≤ ‖x‖∞对所有 i成立，因此 ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|
p
)1/p ≤ (n‖x‖∞)1/p = n1/p‖x‖∞，等号成立当且仅

当所有 |xi|相同。该不等式得证。
若 q <∞，已知 |xi| ≤ ‖x‖p 对任意 1 ≤ p ≤ q成立，因此Ç

‖x‖q
‖x‖p

åq

=

n∑
i=1

Ç
|xi|
‖x‖p

åq

≤
n∑

i=1

Ç
|xi|
‖x‖p

åp

= 1 =⇒ ‖x‖q ≤ ‖x‖p, (14.2.7)

存在唯一非零 xi时等号成立。另一方面，根据Hölder不等式（定理 14.2），取 r = q/p的共轭指数 s = r/(r−1) =

127
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q/(q − p)，可得

‖x‖pp =

n∑
i=1

|xi|p ≤

(
n∑

i=1

|xi|pr
)1/r( n∑

i=1

1s

)1/s

= ‖x‖pq · n
(q−p)/q =⇒ ‖x‖p ≤ n(q−p)/qp‖x‖q, (14.2.8)

当所有 |xi|相同时等号成立。

14.2.2 序列空间

类似例5.2中的向量空间 `2，我们可定义 X 上任意序列 (xn)的 p-范数为

‖(xn)‖p =

(
∑∞

n=1 |xn|
p
)1/p, if 1 ≤ p <∞,

sup {|xn||n ∈ N}, if p = ∞.
(14.2.9)

不过这些 p-范数未必对所有序列有限，因此我们以如下方式定义向量空间

`p = `p(F) ∆
===
¶
(xn) ∈ FN

∣∣∣‖x‖p <∞
©

(1 ≤ p ≤ ∞), (14.2.10)

c0 = c0(F)
∆
===

{
(xn) ∈ FN

∣∣∣ lim
n→∞

|xn| = 0
}
. (14.2.11)

序列的 p-范数具有与 Fn 中 p-范数类似的性质；事实上，大部分性质可视为上一小节结论到无穷维的推广。

定理 14.5

♥

设 1 ≤ p ≤ ∞，则 (`p, ‖·‖p)和 (c0, ‖·‖∞)为 Banach空间。此外，若 1 < p < q < ∞，则 `1 ⊊ `p ⊊ `q ⊊
c0 ⊊ `∞。最后，若 1 ≤ p < q ≤ ∞，则 ‖(xn)‖q ≤ ‖(xn)‖p 对所有 x ∈ `p 成立。

证明 当 1 ≤ p <∞时，利用Minkowski不等式（定理 14.3），对于任意 (xn), (yn) ∈ `p，(
∑n

i=1 |xi + yi|p)1/p ≤
(
∑n

i=1 |xi|
p
)1/p + (

∑n
i=1 |yi|

p
)1/p ≤ ‖(xn)‖p + ‖(yn)‖p 对所有自然数 n成立，因此根据实数列的单调收敛准则

（定理 1.12），‖(xn + yn)‖p ≤ ‖(xn)‖p + ‖(yn)‖p；当 p = ∞时，|xn + yn| ≤ |xn| + |yn| ≤ ‖(xn)‖∞ + ‖(yn)‖∞
对所有自然数 n成立，因此 ‖(xn + yn)‖∞ ≤ ‖(xn)‖∞ + ‖(yn)‖∞。可见 ‖·‖p (1 ≤ p ≤ ∞)确为范数，同时 `p关

于加法封闭，因此 (`p, ‖·‖p)为赋范空间。而对于 (xn), (yn) ∈ c0，实数列极限的单调性与线性性（定理 1.15）给
出 limn |xn + yn| ≤ limn(|xn|+ |yn|) = 0 + 0 = 0，因此 c0 也关于加法封闭，从而 (c0, ‖·‖∞)也是赋范空间。

现在证明 (`p, ‖·‖)和 (c0, ‖·‖∞)的完备性。考虑 `p内的任意Cauchy列 x1, x2, · · ·，这里 xn = (xn,1, xn,2, · · · )。
对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N 使得 |xn,i − xm,i| ≤ ‖xn − xm‖p < ε 对所有 n,m ≥ n0 和每个 i 成立，因此对

于每个给定的 i，(xn,i)n∈N 也构成一组 Cauchy列。利用实数列的完备性（定理 1.14），每条实数列 (xn,i)n∈N 收

敛到某个 yi ∈ F。记 y = (y1, y2, · · · )，希望证明 y ∈ `p。已知
∑r

i=1 |xn,i − xm,i|p ≤ ‖xn − xm‖pp < εp 对所有

n,m ≥ n0成立。令m→ ∞，则范数的连续性（命题 14.2）要求
∑r

i=1 |xn,i − yi|p ≤ εp对所有自然数 r成立。由

实数列极限的单调性（定理 1.15），‖xn − y‖pp ≤ εp，可见 y − xn ∈ `p，进而 y = (y − xn) + xn ∈ `p；这意味着

Cauchy列 x1, x2, · · · 收敛到 y ∈ `p，故 (`p, ‖·‖p)完备。对于 (c0, ‖·‖∞)内的任意 Cauchy列 x1, x2, · · ·，类似可
证 |xn,i − xm,i| ≤ ‖xn − xm‖∞ < ε/2对所有 n,m ≥ n1和每个 i成立。令m→ ∞，可得 |xn,i − yi| ≤ ε/2；同时

limi |xn,i| = 0要求存在 n2 ∈ N，使得 |xn,i| < ε/2。因此存在 n0 = max {n1, n2}，使得 |yi| ≤ |xn,i|+|xn,i − yi| < ε

对每个 i成立，因此 y ∈ c0，进而可证明 Cauchy列 x1, x2, · · · 收敛到 y ∈ c0，即 (c0, ‖·‖∞)也完备。

最后证明各向量空间的包含关系。根据定理 14.4，supi |xi| = max |xi| ≤ (
∑n

i=1 |xi|
q
)1/q ≤ (

∑n
i=1 |xi|

p
)1/p

对所有自然数 n成立，因此利用实数列极限的单调性（定理 1.15），‖(xn)‖∞ ≤ ‖(xn)‖q ≤ ‖(xn)‖p。这意味着只
要较大的范数有界，那么较小的范数必然有界，因此 `1 ⊊ `p ⊊ `q ⊊ `∞。对于任意 (xn) ∈ c0 和任意正数 ε，存

在 n0 ∈ N使得 |xn| < ε对所有 n ≥ n0成立，因此 |xn| ≤ max {maxn≤n0
|xn|, ε} <∞对所有 n ∈ N成立，进而

‖(xn)‖∞ <∞；同时容易构造 (xn) = (1− 1/n) ∈ `∞不在 c0内，因此 c0 ⊊ `∞。而对于任意 (xn) ∈ `q，通过反

证法容易验证 limn |xn| = 0，同时可构造 (xn) = (1/n1/q) ∈ c0 不在 `q 内，因此 `q ⊊ c0。
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14.2.3 Lebesgue空间

这里我们不加证明地给出 Lebesgue空间（简称为 Lp-空间）的主要性质，可将其视为 `p-空间的某种连续版
本。设 X ⊆ Rn 是开集（或者仅仅是 Borel可测集），那么对于可测函数 u : X → F，定义

‖u‖p =

(
´
X
|u(x)|p dx)1/p, if 1 ≤ p <∞,

ess sup{|u(x)||x ∈ X}, if p = ∞,
(14.2.12)

其中函数 f 的本质上确界（essential supremum）定义为 ess supf = inf {a ∈ R|µ({x|f(x) > a}) = 0}。我们将 X

上所有使得 ‖u‖p 有限的可测函数构成的空间记为 Lp(X,F) = Lp(X)。若两个函数几乎处处相等，则视其等同。

命题 14.3 (Hölder不等式)

♠
设 1 ≤ p ≤ ∞，若 u ∈ Lp(X)且 v ∈ Lq(X)，则

´
X
|u||v| dx ≤ ‖u‖p‖v‖q。

此外还有如下事实。

定理 14.6

♥

设 1 ≤ p ≤ ∞，那么 (Lp(X), ‖·‖p)是一个 Banach空间。若 X 具有有限测度且 1 < p < q < ∞，则有
L∞(X) ⊊ Lq(X) ⊊ Lp(X) ⊊ L1(X)；若X 具有无穷测度，则 p 6= q时，在 Lp(X)与 Lq(X)之间不存在

集合包含关系。

14.3 有界线性算子的基本性质
在介绍有界算子之前，需要先引入有界集的概念

定义 14.3 (有界集)

♣
若存在M > 0，使得赋范空间 X 的子集 U ⊆ B(0,M)，则称 U 有界（bounded）。

定义 14.4

♣

设 X 和 Y 为两个赋范空间。

1. 所有从 X 到 Y 的线性算子构成的集合记作 Hom(X,Y )。这里“Hom”源于线性算子时向量空间之
间的同态（homomorphism），同时记 Hom(X) = Hom(X,X)；

2. 连续线性算子集 L(X,Y ) = {T ∈ Hom(X,Y )|T continuous}，同时记 L(X) = L(X,X)；

3. 若 T ∈ Hom(X,Y )将 X 的每个有界子集映射到 Y 的一个有界子集上，则称其有界（bounded）。

类似命题 1.17，我们对连续有界线性算子进行刻画。

命题 14.4

♠

对于 T ∈ Hom(X,Y )，下列表述等价：

1. T ∈ L(X,Y )；

2. T 在 x = 0处连续；

3. T 有界；
4. 对于所有 x ∈ X，存在 α > 0使得 ‖Tx‖Y ≤ α‖x‖X。

证明

1. 若表述 1成立，显然 T 在 x = 0处连续，表述 2成立；
2. 若表述 2 成立，由于 T 在 x = 0 处连续，故存在 δ > 0 使得 ‖x‖X ≤ δ 时 ‖Tx‖Y ≤ 1。对于 X 的任

意有界子集 U，M = supx∈U ‖x‖X < ∞，那么对于每个 x ∈ U，‖(δ/M)x‖X = (δ/M)‖x‖X ≤ δ。因此
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1 ≥ ‖T (δx/M)‖X = (δ/M)‖Tx‖Y，即 TU ⊆ B(0,M/δ)，因此 T 有界，表述 3成立；
3. 若表述 3成立，那么存在 α > 0使得 ‖x‖X ≤ 1时 ‖Tx‖Y ≤ α。对于任意 x ∈ X，α ≥ ‖T (x/‖x‖X)‖

Y
=

‖Tx‖Y /‖x‖X，即 ‖Tx‖Y ≤ α‖x‖X，表述 4成立；
4. 若表述 4成立，对于任意 x, y ∈ X 和任意正数 ε，当 ‖x− y‖X ≤ ε/α时，‖Tx− Ty‖Y = ‖T (x− y)‖Y ≤
α‖x− y‖X < ε，因此 T ∈ L(X,Y )，表述 1成立。
上述结论中表述 4对我们有所启发：可以寻找一个充分小的 α以刻画算子 T 的“长度”。

定义 14.5 (算子范数)

♣
对于 T ∈ L(X,Y )，定义 ‖T‖L(X,Y ) = inf {α > 0|‖Tx‖Y ≤ α‖x‖X for all x ∈ X}为 X 的算子范数。

注原则上，我们可以对所有 T ∈ Hom(X,Y )定义算子范数。不过命题 14.4表明，算子范数有界当且仅当 T 连续。

在证明算子范数确为范数前，我们先给出其等价刻画。

命题 14.5

♠

设 T ∈ L(X,Y )，则 ‖Tx‖Y ≤ ‖T‖L(X,Y )‖x‖X 对所有 x ∈ X 成立。此外，

‖T‖L(X,Y ) = sup
x∈X\{0}

‖Tx‖Y
‖x‖X

= sup
∥x∥X=1

‖Tx‖Y = sup
∥x∥X<1

‖Tx‖Y = sup
∥x∥X≤1

‖Tx‖Y . (14.3.1)

证明 根据定义，对于任意正数 ε，存在 α > 0使得 ‖T‖L(X,Y ) + ε > α，因此 ‖Tx‖Y ≤ α‖x‖X < (‖T‖L(X,Y ) +

ε)‖x‖X 对所有 x ∈ X 成立。利用 ε的任意性，可知 ‖Tx‖Y ≤ ‖T‖L(X,Y )‖x‖X 对所有 x ∈ X 成立。

对于第一个等号，λ = supX\{0} ‖Tx‖Y /‖x‖X ≥ ‖Tx‖Y /‖x‖X 对所有 x ∈ X 成立，因此 ‖T‖L(X,Y ) ≤
λ；反之已证明 ‖Tx‖Y /‖x‖X ≤ ‖T‖L(X,Y ) 对所有 x ∈ X\{0} 成立，因此 λ = supx∈X\{0} ‖Tx‖Y /‖x‖X ≤
‖T‖L(X,Y )。因此 λ = ‖T‖L(X,Y )。对于任意 x ∈ X\{0}，将 x/‖x‖X 重新记为 x可直接证明第二个等号。对于

第三个等号，由于 ‖Tx‖Y ≤ ‖Tx‖Y /‖x‖对所有满足 ‖x‖X < 1的 x ∈ X 成立，故 β
∆
=== sup∥x∥X<1 ‖Tx‖Y ≤

sup∥x∥X<1 ‖T (x/‖x‖X)‖
Y

= λ；另一方面，对于任意正数 ε和 x ∈ X，β ≥ ‖Tx/(‖x‖X + ε)‖
Y
，即 ‖Tx‖Y ≤

β(‖x‖X + ε)，因此 ‖Tx‖Y ≤ β‖x‖X 对所有 x ∈ X 成立，这意味着 β ≥ λ，从而 β = λ。最后，首先有

λ = β ≤ sup∥x∥X≤1 ‖Tx‖Y；对于反向不等式，类似有 sup∥x∥X≤1 ‖Tx‖Y ≤ supx∈X\{0} ‖Tx‖Y /‖x‖X = λ，得证。

有了上述结果，现在我们可证明 ‖·‖L(X,Y ) 是范数。

命题 14.6

♠
空间 (L(X,Y ), ‖·‖L(X,Y ))是赋范空间。

证明 对于任意 T ∈ L(X,Y ) 和任意正数 ε，根据定义，存在 α > 0 使得 ‖T‖L(X,Y ) + ε > α > 0，因此 ε 的

任意性要求 ‖T‖L(X,Y ) ≥ 0。当 ‖T‖L(X,Y ) = 0 时，根据命题 14.5，‖Tx‖Y = 0 对所有 x ∈ X 成立，因此

T ≡ 0，正定性得证；对于任意 λ ∈ F，将 λT 代入命题 14.5中任一表达式可证明该结论，线性性得证；对于任
意 S ∈ L(X,Y )，‖(S + T )x‖Y = ‖Sx+ Tx‖Y ≤ ‖Sx‖Y + ‖Tx‖Y 对任意满足 ‖x‖X = 1的 x ∈ X 成立，因此

‖S + T‖L(X,Y ) ≤ sup∥x∥X=1(‖Sx‖Y + ‖Tx‖Y ) ≤ ‖S‖L(X,Y ) + ‖T‖L(X,Y )，三角不等式得证。

定理 14.7

♥
若 Y 是一个 Banach空间，则 L(X,Y )是关于算子范数的 Banach空间。

证明 设 (Tn)是L(X,Y )内的Cauchy列，那么对于任意正数 ε和 x ∈ X，存在 n0 ∈ N，使得 ‖Tn − Tm‖L(X,Y ) < ε

对所有 n,m ≥ n0 成立。根据命题 14.5，对于任意给定的 x ∈ X，‖Tnx− Tmx‖Y ≤ ‖Tn − Tm‖L(X,Y )‖x‖X <

ε‖x‖X，因此 (Tnx)是 Banach空间 Y 内的 Cauchy列，其收敛到 Y 内某个向量。根据定理 3.1，可以通过指定
T ∈ Hom(X,Y ) 在 X 的每个基向量上的值唯一确定 T，并通过线性延拓使得 Tx = limn Tnx 对所有 x ∈ X

成立。下面证明 T ∈ L(X,Y )。利用范数的连续性（命题 14.2）与极限的单调性（定理 1.15），‖Tnx− Tx‖ =

130



14.4 范数的等价性

limm ‖Tnx− Tmx‖ ≤ ε‖x‖X 对所有 x ∈ X 和 n ≥ n0 成立。根据命题 14.4，T − Tn ∈ L(X,Y )。命题 3.1表明，
Hom(X,Y )是一个向量空间，而复合映射的连续性（简单验证或参见命题 A.3）要求 L(X,Y )为 Hom(X,Y )的

一个子空间。因此 T = (T − Tn) + Tn ∈ L(X,Y )。

14.4 范数的等价性
根据所考察的特定问题，采用不同的范数处理可能会带来方便。这里先介绍一些定义。

定义 14.6 (等价范数)

♣

设 X 为向量空间，‖·‖1 和 ‖·‖2 是 X 上的两个范数。

1. 若存在常数 C > 0使得 ‖x‖2 ≤ C‖x‖1对所有 x ∈ X成立，则称 ‖·‖1强于 ‖·‖2，或者 ‖·‖2弱于 ‖·‖1；
2. 若存在常数 C1, C2 > 0使得 C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1 对所有 x ∈ X 成立，则称两个范数等价。

注我们已经知道任意范数 ‖·‖总可以定义一个度量 d(x, y) = ‖x− y‖，并且定理 1.3表明任意度量总可以诱导一
个拓扑。因此范数的强弱性是与拓扑的强弱性（参见定义 A.4）直接相关的一个概念。此外，容易验证等价范数
也是一种等价关系，这种等价性体现在两者生成相同的拓扑。我们稍后将证明这一点。

例 14.1
1. 根据定理 14.4，Fn 上所有的 p-范数等价；
2. 根据定理 14.5，当 p ≤ q时，`p 上的 ‖·‖p 范数强于 `q 上的 ‖·‖q 范数；此时不存在等价范数。

命题 14.7

♠

1. 范数等价是一种等价关系；
2. 若 ‖·‖1强于 ‖·‖2，则X 上由 ‖·‖1诱导的拓扑 T1强于 ‖·‖2诱导的拓扑 T2，即开集族 T2 ⊆ T1。特别
地，等价范数生成 X 上的相同拓扑；

3. 对于赋范空间 X1 = (X, ‖·‖1) 和 X2 = (X, ‖·‖2)，‖·‖1 强于 ‖·‖2 当且仅当单位映射 id : X1 →
X2, x 7→ x是有界线性算子，即 id ∈ L(X1, X2)。特别地，该范数等价当且仅当 id−1 = id ∈ L(X2, X1)。

证明

1. 自反性是显然的；若存在 C1, C2 > 0使得 C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1对所有 x ∈ X 成立，那么 C−1
2 ‖x‖2 ≤

‖x‖1 ≤ C−1
1 ‖x‖2，对称性成立；若存在 C1, C2, C

′
1, C

′
2 > 0使得 C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1 且 C ′

1‖x‖2 ≤
‖x‖3 ≤ C ′

2‖x‖2，那么 C1C
′
1‖x‖1 ≤ ‖x‖3 ≤ C2C

′
2‖x‖1，传递性成立；

2. 对于任意开集U ∈ T2，根据定义，对于任意 x ∈ U，存在B2(x, r) = {y ∈ U |‖x− y‖2 < r} ⊆ U。那么对于任

意 y ∈ B1(x, r/C) = {y ∈ U |‖x− y‖1 < r/C}，‖x− y‖2 ≤ C‖x− y‖1 < r，即B1(x, r/C) ⊆ B2(x, r) ⊆ U。

可见 U ∈ T1，即 T2 ⊆ T1；
3. 根据命题 14.4，id有界当且仅当存在 C > 0使得 α‖x‖2 ≥ ‖id(x)‖1 = ‖x‖1 对所有 x ∈ X 成立，因此当且

仅当 ‖·‖1 强于 ‖·‖2。

引理 14.3

♥
若 ‖·‖1 和 ‖·‖2 为等价范数，则 X1 = (X, ‖·‖1)完备当且仅当 X2 = (X, ‖·‖2)完备。

证明 若X1完备，那么对于X2上的任意 Cauchy列 (xn)和任意正数 ε，存在C > 0和 n0 ∈ N使得 ‖xn − xm‖1 ≤
C‖xn − xm‖2 < C · (ε/C) = ε 对所有 n,m ≥ n0 成立。因此 (xn) 也是 X1 上的 Cauchy 列，进而收敛到某个
x ∈ X，即 X2 也完备；反之类似。

定义 14.7 (图范数)

♣
设X,Y 为赋范空间，T ∈ Hom(X,Y )，则称 ‖u‖T = ‖u‖X + ‖Tu‖Y 是与 T 有关的图范数（graph norm）。
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14.5 有限维赋范空间

注我们对术语“图范数”稍作解释。利用 T 的线性性，容易验证 ‖·‖T 是 X 上的范数；它被称为“图范数”是

因为它确实是 T 的图（graph）graph(T ) = {(u, Tu)|u ∈ X} ⊆ X × Y 上的范数。这使其成为一个赋范空间。

命题 14.8

♠
设 T ∈ Hom(X,Y )，将 X 上的图范数记为 ‖·‖T，则 T ∈ L(X,Y )当且仅当 ‖·‖T 等价于 ‖·‖X。

证明 由于 ‖u‖X ≤ ‖u‖T 显然成立，后续证明只考虑 ‖·‖X 是否强于 ‖·‖T。对于充分性，命题 14.4表明存在 α > 0

使得 ‖Tu‖Y ≤ α‖u‖X 对所有 u ∈ X 成立，因此 ‖u‖T ≤ (1 + α)‖u‖X，故 ‖·‖T 等价于 ‖·‖X；反之对于必要性，
存在 C > 0使得 ‖u‖T =≤ C‖u‖X 对所有 u ∈ X 成立，即 ‖Tu‖Y ≤ (C − 1)‖u‖X。这要求 C > 1（C = 1时 T

为零映射），从而 T 有界。根据命题 14.4，T ∈ L(X,Y )。

14.5 有限维赋范空间

定理 14.8

♥设 X 是有限维向量空间，那么 X 上所有范数都是等价的。此外，X 关于每个范数均完备。

证明 设 dim(X) = n，那么存在同构（推论 3.2）T : Fn → X，使得 Tei = bi，其中 B = (b1, · · · , bn)是X 的一

组有序基，而 ei 是 Fn 的标准基；再通过线性延拓将 T 的定义域延拓到 X。设 ‖·‖X 是 X 上的范数，那么对于

任意 x = (x1, · · · , xn) ∈ Fn，Cauchy-Schwarz不等式（命题 5.2）给出

‖Tx‖X =

∥∥∥∥∥T
n∑

i=1

xiei

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xibi

∥∥∥∥∥
X

≤
n∑

i=1

|xi|‖bi‖X ≤

(
n∑

i=1

‖bi‖2X

)1/2( n∑
i=1

|xi|2
)
. (14.5.1)

记 C = (
∑n

i=1 ‖bi‖
2
X)1/2，则上式可写为 ‖Tx‖X ≤ C‖x‖2。根据命题 14.4，T ∈ L(Fn, X)。利用范数的连续

性（命题 14.2）和复合映射的连续性（命题 A.3），映射 x 7→ ‖Tx‖X 是从 Fn 到 R的连续映射。特别地，该映
射在单位球面 S = {x ∈ Fn|‖x‖2 = 1}上连续。由于 S 是 Fn 的紧子集，根据极值定理 1.5，存在 y ∈ Fn 使得

‖Ty‖X ≤ ‖Tx‖X 对所有 x ∈ S 成立。假设 ‖Ty‖X = 0，那么范数的正定性要求 Ty = 0，从而 Ty 在 B下的展
开系数 yi 均为零，即 y = 0，这与 ‖y‖2 = 1矛盾。故 c = ‖Ty‖X > 0，那么对于任意非零的 x ∈ Fn，∥∥∥∥T x

‖x‖2

∥∥∥∥
X

≥ ‖Ty‖X = c =⇒ ‖Tx‖X ≥ c‖x‖2 =⇒
∥∥T−1(Tx)

∥∥
2
≤ c−1‖Tx‖X . (14.5.2)

对于任意 u ∈ X，存在 x = T−1u ∈ Fn，因此根据命题 14.4，上式表明 T−1 ∈ L(X,Fn)。根据命题 14.8，X 上
的任意范数 ‖·‖X 等价于 ‖·‖T−1，而 T 仅取决于向量空间 Fn 和 X 的代数性质而不依赖于具体的范数。因此对

于给定的 X，所有范数 ‖·‖X 彼此等价。
现在证明其完备性。设 (xn)为X内的 Cauchy列，那么对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得 ‖xn − xm‖X ≤ cε

对所有 n,m ≥ n0成立。根据(14.5.2)式，
∥∥T−1xn − T−1xm

∥∥
2
≤ c−1‖xn − xm‖X < ε，因此 (T−1xn)也构成 Fn

的 Cauchy列。利用 Fn的完备性（请读者结合定理 1.14，仿照定理 14.5的方法自行证明），类似定理 14.7的分析
可知，存在 x ∈ X 使得 limn(T

−1xn) = T−1x。T ∈ L(Fn, X)表明 xn → x ∈ X，因此 (X, ‖·‖X)完备。

上述定理存在一些有用的结果。首先是与任意赋范空间的有限维子空间的结果。

推论 14.1

♥赋范空间 X 的每个有限维子空间均是 X 内的完备闭集。

证明 若 S 是X 的有限维子空间，那么 S 的封闭性保证其为范数继承自X 的赋范空间。根据定理 14.8，S 是完
备的。对于 S 内任意收敛到 x ∈ X 的序列 (xn)，根据命题 1.11，(xn)也是 S 内的 Cauchy列，因而收敛到某个
x′ ∈ X。由极限的唯一性（命题 1.10），x = x′ ∈ S，因此 S 也是闭集。

下一个结果表明，任意有限维赋范空间上的线性算子是连续的。
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14.6 无穷维赋范空间

推论 14.2

♥
设 X,Y 为赋范空间且 dim(X) <∞，若 T : X → Y 是线性的，则 T 是有界的。

证明 对于任意 u ∈ X，根据图范数定义 14.7后的讨论，只要 T ∈ Hom(X,Y )就能定义图范数 ‖u‖T = ‖u‖X +

‖Tu‖Y。根据定理 14.8，‖·‖T 与 ‖·‖X 等价；再根据命题 14.8，T ∈ L(X,Y )。

最后证明 Heine-Borel定理 1.10的在一般的有限维赋范空间内的推广；而在下一节中，我们将证明反向结论
也为真。这给出了有限维赋范空间的一个拓扑刻画。

推论 14.3 (一般 Heine-Borel定理)

♥设 X 为有限维赋范空间，则 A ⊆ X 紧致当且仅当 A为有界闭集。

证明 延续定理 14.8的证明，已知对于任意 n维赋范空间X，同构 T ∈ L(Fn, X)且 T−1 ∈ L(X,Fn)。若 A ⊆ X

紧致，则根据命题 1.18，T−1(A)紧致，因此 Heine-Borel定理 1.10表明 T−1A是有界闭集。根据命题 1.17，A =

(T−1)−1(T−1A)是闭集；根据命题 14.4，A = T (T−1A)是有界的。因此 A也是有界闭集；反之类似。

14.6 无穷维赋范空间

定理 14.9

♥

设 X 为赋范空间，S 是 X 的真闭子空间，则对于每个 ε ∈ (0, 1)，存在满足 ‖xϵ‖ = 1的 xϵ ∈ X，使得

dist(xϵ, S) = inf
x∈S

‖x− xϵ‖ ≥ 1− ε. (14.6.1)

证明 由于 S是X 的真闭子空间，那么存在 x ∈ X\S。假设 dist(x, S) = 0，那么对于任意正数 ε，存在 y ∈ S使

得 ε > ‖x− y‖，即 B(x, ε) ∩ S 6= ∅；这意味着 x ∈ S̄ = S，但这与 x ∈ X\S 矛盾。因此设 α = dist(x, S) > 0。

任取 ε ∈ (0, 1)，那么存在 sϵ ∈ S 使得 α/(1− ε) > ‖x− sϵ‖。定义 xϵ = (x− sϵ)/‖x− sϵ‖，那么对于每个 s ∈ S，

‖xϵ − s‖ =

∥∥∥∥ x− sϵ
‖x− sϵ‖

− s

∥∥∥∥ =
1

‖x− sϵ‖
‖x− sϵ − ‖x− sϵ‖s‖ >

1− ε

α
‖x− (sϵ + ‖x− sϵ‖s)‖. (14.6.2)

利用 S 的封闭性，sϵ + ‖x− sϵ‖s ∈ S，因此 ‖xϵ − s‖ ≥ (1 − ε)dist(x, S)/α = 1 − ε对所有 s ∈ S 成立，进而

dist(xϵ, S) ≥ 1− ε。

推论 14.4

♥

设 X 具有闭子空间 Si (i ∈ N)，如果 S1 ⊊ S2 ⊊ · · · ⊊ Sn ⊊ Sn+1 对所有 n ∈ N成立，那么存在范数为 1
的 sn ∈ Sn，使得 dist(sn, Sn−1) ≥ 1/2对所有 n ∈ N成立；类似地，如果 S1 ⊋ S2 ⊋ · · · ⊋ Sn ⊋ Sn+1 对

所有 n ∈ N成立，那么存在范数为 1的 sn ∈ Sn，使得 dist(sn, Sn+1) ≥ 1/2对所有 n ∈ N成立。

有了这一推论，我可可以给出有限维和无穷维空间的刻画。

定理 14.10

♥
赋范空间 X 是有限维的当且仅当单位球面 S = {x ∈ X|‖x‖ = 1}是紧致的。

证明 若 dim(X) = n <∞，显然 S是有界集。对于 S上任意收敛到 x ∈ X的序列 (xn)，范数的连续性（命题 14.2）
给出 ‖x‖ = ‖limn xn‖ = limn ‖xn‖ = 1，因此 x ∈ S，从而 S 是闭集。根据一般 Heine-Borel定理（推论 14.3），
S紧致；反之若 dim(X) = ∞，由于 ℵ0是最小无穷势，因此X 内至少存在一组可数线性无关集 {en|n ∈ N}。设
子空间 Sn = span{ek|k = 1, · · · , n}，那么显然 dim(Sn) = n。根据推论 14.1，每个 Sn都是完备闭集；又根据推

论 14.4，S1 ⊊ S2 ⊊ · · · ⊊ Sn ⊊ Sn+1 对每个 n ∈ N成立，因此存在 sn ∈ Sn，使得 dist(sn, Sn−1) ≥ 1/2对所有

n ∈ N成立。后续分析与例13.1类似，因为 (sn)不是序列紧的，因此 S 不是紧致的。序列紧的定义及其与紧致

性的等价性参见 [4]。
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14.7 商空间

14.7 商空间
我们已经在第4.1节了解了向量空间 X 的某个子空间 S 对应的商空间 X/S 定义。先我们希望引入定义在商

空间上的范数，使其称为一个赋范空间。结合定理 14.9，这在一定条件下总是可以做到的。

命题 14.9

♠

设 X 为赋范空间，S 是 X 的一个子空间，那么 X/S 是具有范数 ‖·‖X/S : X/S → R, x + S 7→
infz∈S ‖x− z‖X 的赋范空间当且仅当 S 是闭集。

证明 首先验证函数 ‖·‖X/S 的线性性与三角不等式。对于前者，

‖α(x+ S)‖X/S = ‖αx+ S‖X/S = inf
z∈S

‖αx− z‖X = inf
z/α∈S

‖α(x− z/α)‖X = |α|‖x+ S‖X/S . (14.7.1)

而对于后者，考虑任意正数 ε，存在 zx, zy ∈ S，使得 infz∈S ‖x− zx‖X + ε/2 > ‖x− zx‖X 且 infz∈S ‖y − z‖X +

ε/2 > ‖y − zy‖X，因此

‖(x+ S) + (y + S)‖X/S = ‖(x+ y) + S‖X/S = inf
z∈S

‖(x+ y)− z‖X ≤ ‖(x+ y)− (zx + zy)‖X

≤ ‖x− zx‖X + ‖y − zy‖X ≤ ‖x+ S‖X/S + ‖y + S‖X/S + ε
(14.7.2)

对所有正数 ε成立，因此 ‖(x+ S) + (y + S)‖X/S ≤ ‖x+ S‖X/S + ‖y + S‖X/S，即三角不等式成立。

对于正定性，首先 ‖x− z‖X ≥ 0对所有 z ∈ S成立，因此 ‖x+ S‖X/S ≥ 0。在 S = X的平凡情形中，‖·‖X/S

为零映射；不妨设 S ⊊ X。若 S 是闭集，根据定理 14.9的证明，infz∈S ‖x− z‖ > 0对每个 x ∈ X\S 成立。因
此 ‖x+ S‖X/S = 0当且仅当 x ∈ S，即 x+ S = S 是商空间 X/S 内的零向量；反之若 ‖·‖X/S 正定，考虑 S 内

任意收敛到某个 x ∈ X 的序列 (zn)。对于任意正数 ε，存在 n0 ∈ N使得 infz∈S ‖x− z‖ ≤ ‖x− zn‖ < ε对所有

n ≥ n0 成立。由 ε的任意性，infz∈S ‖x− z‖ = 0，因此正定性要求 x ∈ S，故 S 是闭集。

定义 14.8 (商范数)

♣
若 S 是赋范空间 X 的闭子空间，则范数 ‖·‖X/S 称为 X/S 上的商范数（quotient norm）。

定理 14.11

♥
设 X 为 Banach空间，S 是 X 的闭子空间，则 X/S 关于商范数构成 Banach空间。

证明 这里我们采用定理 14.1中对 Banach空间的刻画：对于商空间 V/S 内任意绝对收敛的序列 (xn + S)，存在

zn ∈ S 使得 ‖xn + S‖X/S + 1/2n > ‖xn − zn‖X 对每个自然数 n成立，因此

n∑
k=1

‖xk − zk‖X <

n∑
k=1

‖xn + S‖X/S +

Å
1− 1

2n

ã
<

∞∑
n=1

‖xn + S‖X/S + 1 <∞ (14.7.3)

也对所有自然数 n成立。利用实数列的单调收敛准则（定理 1.12），级数
∑∞

n=1(xn−zn)绝对收敛。根据定理 14.1，
X 完备意味着

∑∞
n=1(xn − zn)收敛到某个 x ∈ X。那么对于任意正数 ε，存在自然数 n0 使得∥∥∥∥∥

n∑
k=1

(xk + S)− (x+ S)

∥∥∥∥∥
X/S

=

∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

xk − x

)
+ S

∥∥∥∥∥
X/S

= inf
z∈S

∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

xk − x

)
− z

∥∥∥∥∥
X

≤

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xk − x−
n∑

k=1

zk

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(xk − zk)− x

∥∥∥∥∥
X

< ε

(14.7.4)

对所有 n ≥ n0 成立，因此
∑∞

n=1(xn + S)收敛到 (x+ S)。根据定理 14.1，X/S 完备。
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附录 A 拓扑基础
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A.1 拓扑的定义

定义 A.1 (拓扑)

♣

设 X 为非空集合，若 X 的子集族 T 满足
1. ∅ ∈ T 且 X ∈ T；
2. 若 U1, U2 ∈ T，则 U1 ∩ U2 ∈ T；
3. 若 {Ui|i ∈ I}是 T 的子集族，则 ∪i∈IUi ∈ T；

则称 T 是 X 上的一个拓扑（topology），其中每个元素称为开集（open set）。给定 X 上的一个拓扑结构

T，我们称 (X, T )为一个拓扑空间（topology space）。

定义 A.2 (邻域)

♣

设 (X, T )为拓扑空间，x ∈ X，N 是 X 的一个子集。若存在开集 U ∈ T 使得 x ∈ U ⊆ N，则称集合 N

为 x的一个邻域（neighborhood），相应的邻域系（family of neighborhoods）为

N (x) = {N ⊆ X|∃U ∈ T for which x ∈ U and U ⊆ N}. (A.1.1)

定义 A.3 (闭集)

♣
设 U 为拓扑空间 (X, T )的一个子集，若 U 的补集 U c = X\U 为开集，则称 U 为闭集（close set）。

例 A.1
1. 度量拓扑：设 (X, d)是任意度量空间，Tmetric = {U ⊆ X|∀x ∈ U, ∃r > 0 for which B(x, r) ⊆ U}，则 Tmetric

是 X 上的一个拓扑，称为度量拓扑（metric topology）；
2. 离散拓扑：设 X 是任意集合，Tdiscrete = P(X) = {Y |Y ⊆ X}，则称其为 X 上的一个拓扑；并且不难发现

其为关于 X 上离散度量1的度量拓扑；

3. 平凡拓扑：设X 是任意集合，Ttrivial = {∅, X}，则其为X 上的拓扑；不过只要 |X| > 1，那么该拓扑不是

度量拓扑。

定义 A.4 (拓扑的强弱性)

♣设 T1 和 T2 是 X 上的两个拓扑。若 T1 ⊆ T2，则称 T1 弱于 T2，或称 T2 强于 T1。

注在任意集合X 上，Ttrivial是最弱拓扑，而 Tdiscrete是最强拓扑。另外，由于集合包含通常不是全序关系，也存

在不可比较的拓扑。

1对于任意 x, y ∈ X，离散度量将有序对 (x, y)映射到 δx,y。



A.2 收敛性与连续性

命题 A.1 (子空间拓扑)

♠

设 (X, T )为拓扑空间，Y ⊆ X 是一个子集，则集族 TY = {U ∩ Y |U ∈ T }是 Y 上的一个拓扑，称为子空

间拓扑（subspace topology）。

证明 首先 ∅, X ∈ T，因此 ∅ = ∅∩ Y ∈ TY 且 Y = X ∩ Y ∈ TY；对于任意 V1, V2 ∈ TY，存在 U1, U2 ∈ T 使得
V1 = U1 ∩ Y, V2 = U2 ∩ Y，因此 V1 ∩ V2 = (U1 ∩ U2) ∩ Y ∈ TY；对于任意 {Vi|i ∈ I} ⊆ TY，其中每个元素对应
一个 Ui ∈ T 使得 Vi = Ui ∩ Y，因此 ∪i∈IVi = (∪i∈IUi) ∩ Y ∈ TY。综上，TY 构成 Y 上的一个拓扑。

命题 A.2 (乘积拓扑)

♠

设 (X, TX)和 (Y, TY )为拓扑空间，则

TX×Y = {W ⊆ X × Y |∀(x, y) ∈W, ∃U ∈ TX and V ∈ TY for which (x, y) ∈ U × V ⊆W} (A.1.2)

是 X × Y 上的一个拓扑，称为乘积拓扑（product topology）。

证明 显然 ∅, X × Y ∈ TX×Y；对于任意 W1,W2 ∈ TX×Y 以及任意 (x, y) ∈ W1 ∩W2，存在 U1, U2 ∈ TX 和
V1, V2 ∈ TY，，使得 (x, y) ∈ U1×V1 ⊆W1且 (x, y) ∈ U2×V2 ∈W2。因此 (x, y) ∈ (U1∩U2)×(V1∩V2) ⊆W1∩W2，

即W1 ∩W2 ∈ TX×Y；对于任意 {Wi|i ∈ I} ⊆ TX×Y 以及任意 (x, y) ∈ ∪i∈IWi，存在 i ∈ I 使得 (x, y) ∈Wi，即

存在 Ui ∈ TX 和 Vi ∈ TY 使得 (x, y) ∈ Ui × Vi ⊆Wi ⊆ ∪i∈IWi，因此 ∪i∈IWi ∈ TX×Y。故 TX×Y 是一个拓扑。

A.2 收敛性与连续性

定义 A.5 (收敛)

♣

设 (xn)是拓扑空间 (X, T )中的序列。若存在 x0 ∈ X，使得对于 x0 的任意邻域 N，存在正整数 k 使得

xn ∈ N 对所有 n ≥ k成立，则称 (xn)收敛到 x，记作 (xn) → x0。

例 A.2
1. 度量拓扑下的收敛：按度量收敛和按度量拓扑收敛在度量空间内是一致的；
2. 离散拓扑下的收敛：由于离散拓扑空间中的开球 B(x, 1) = {x}，容易看出 (xn) → x0当且仅当存在正整数

k，使得 xn = x0 对所有 n ≥ k成立。直观地说，在离散拓扑空间内，只有“最终常值”的序列收敛；

3. 平凡拓扑下的收敛：由于平凡拓扑空间内唯一的非空开集为集合X，因此X中任意序列 {xn}都是收敛的，
并且任意元素 x0 均为极限（不唯一性）。

定义 A.6 (序列连续映射)

♣

若对于拓扑空间之间的映射 f : (X, TX) → (Y, TY ) 与 X 中任意收敛序列 (xn) → x0，在 Y 中均有

(f(xn)) → f(x0)，则称 f 在 x0 处序列连续（sequentially continuous at x0）。若 f 在 X 中每个 x0 处都序

列连续，则称 f 为序列连续映射（sequentially continuous map）。

定义 A.7 (连续映射)

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X, TX) → (Y, TY )，若 Y 中点 f(x0)的任意邻域 B 的原像 f−1(B)都是 X

中点 x0 的邻域，则称 f 在点 x0 处连续。若 f 在 X 中每个 x0 处均连续，则称 f 为连续映射。

命题 A.3 (复合映射的连续性)

♠

设 X,Y, Z 为拓扑空间。

1. 若 f : X → Y 和 g : Y → Z 分别在 x0 和 f(x0)处连续，则 g ◦ f : X → Z 在 x0 处连续；

2. 若 f : X → Y 和 g : Y → Z 分别在 x0 和 f(x0)处序列连续，则 g ◦ f : X → Z 在 x0 处序列连续。
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A.2 收敛性与连续性

证明 根据1.1.3式，取原像的操作保持并集开集，该性质容易验证。

命题 A.4

♠
若 f : (X, TX) → (Y, TY )在 x0 处连续，则其在 x0 处序列连续。特别地，任意连续映射都是序列连续的。

证明 对于任意收敛到 x0 的序列 (xn)，在 Y 中取 f(x0)的任意邻域 B，则 f−1(B)是 X 中点 x0 的邻域。利用

收敛性的定义，存在正整数 k使得 xn ∈ f−1(B)，因此 f(xn) ∈ B。

命题 A.5 (连续性的刻画)

♠

设 f : (X, TX) → (Y, TY )是一个映射，则以下表述等价：
1. f 是连续的；
2. 对于任意开集 U ∈ TY，原像 f−1(U)在 X 中是开集；

3. 对于任意闭集 C ∈ TY，原像 f−1(C)在 X 中是闭集。

证明 容易证明表述 2和表述 3等价，下面证明表述 1和表述 2等价。
1. 若表述 1为真，对于开集 U ⊆ TY，考虑任意 x ∈ f−1(U)，那么 U 是 f(x)的开邻域。连续性的定义要求

f−1(U)是 f(x)的邻域，因此存在开集 Vx ⊆ f−1(U)使得 x ∈ Vx。这表明 f−1(U) ⊆ ∪x∈XVx ⊆ f−1(U)，

即 f−1(U) = ∪x∈XVx 为开集，表述 2为真；
2. 若表述 2为真，对于任意 x ∈ X 对应的像 f(x)的邻域 U，存在开集 V ⊆ U 使得 f(x) ∈ V。根据条件，

f−1(V )为 x的一个开邻域，因此 f−1(U) ⊇ f−1(V )也是 x的邻域，进而 f 连续，表述 1为真。

定义 A.8 (开映射与闭映射)

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X, TX) → (Y, TY )，
1. 若 X 中任意开集 U 的像 f(U)在 Y 中是开集，则称映射 f 为开映射（open map）；
2. 若 X 中任意闭集 C 的像 f(C)在 Y 中是闭集，则称映射 f 为闭映射（closed map）；

命题 A.6 (子空间的嵌入映射)

♠

设 (X, TX)为拓扑空间，赋予 A ⊆ X 以子空间拓扑，则包含映射 ι : A ↪→ X 是连续的，且子空间拓扑是

A上使得 ι连续的最弱拓扑。

证明 对于X 中任意开集 U，显然 ι−1(U) = ∅在子空间拓扑内；当 ι−1(U) 6= ∅时，对于任意 x ∈ ι−1(U) ⊆ A，

显然 x = ι(x) ∈ U，因此 ι−1(U) ⊆ A ∩ U；另一方面，对于任意 x ∈ A ∩ U，ι(x) = x ∈ U，即 x ∈ ι−1(U)，因

此 A ∩ U ⊆ ι−1(U)。综上，ι−1(U) = A ∩ U 在子空间拓扑内，因此是一个开集。根据命题 A.5，ι连续。
对于 A上任意使得 ι : (A, T ) → (X, TX)连续的拓扑 T 以及任意开集 U ∈ TX，ι−1(U) = A ∩ U ∈ T。那么

子空间拓扑包含在 T 内，即子空间拓扑是所有使得 ι连续的拓扑中最弱的。

推论 A.1

♥

设 (X, TX)和 (Y, TY )为拓扑空间，赋予 A ⊆ X 为子空间拓扑。

1. 若映射 f : X → Y 连续，则 f |A : A→ Y 连续；

2. 映射 g : Y → A是连续当且仅当 ι ◦ g : Y → X 连续。

证明

1. 根据命题 A.3和A.6，f |A = f ◦ ι连续；
2. 若 g连续，则根据命题 A.3和A.6，ι ◦ g连续；若 ι ◦ g连续，则对于 A的任意开子集 U，A∩U = U，进而

(ι ◦ g)−1(U) = {y ∈ Y |(ι ◦ g)(y) ∈ U} =
{
y ∈ Y |g(y) ∈ ι−1(U) = A ∩ U = U

}
= g−1(U) (A.2.1)

是开集，故根据命题 A.5，g连续。
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A.3 同胚

命题 A.7 (乘积拓扑的投影映射)

♠

设 (X, TX)和 (Y, TY )为拓扑空间，(X × Y, TX×Y )为其乘积拓扑空间，则投影映射

πX : X × Y → X, (x, y) 7→ x, (A.2.2)

πY : X × Y → Y, (x, y) 7→ y (A.2.3)

都是连续映射，也是开映射。

证明 根据命题 A.2，对于 X 的任意开子集 U，π−1
X (U) = U × Y ∈ TX×Y，因此 πX 连续；类似地 πY 也连续。

对于X × Y 内的任意开集W ∈ TX×Y 以及任意 x ∈ πX(W )，存在 y ∈ Y 使得 (x, y) ∈W。此时存在 U ∈ TX 和
V ∈ TY 使得 (x, y) ∈ U × V ⊆ W，因此 x = πX((x, y)) ∈ πX(U × V ) = U ⊆ πX(W )。利用 x的任意性，将 U

记为 Ux，则 πX(W ) ⊆ ∪x∈πX(W )Ux ⊆ πX(W )，因此 πX(W ) = ∪x∈πX(W )Ux 为开集，从而 πX 为开映射。

A.3 同胚

定义 A.9 (同胚)

♣

设X 和 Y 为拓扑空间，若存在可逆映射 f : X → Y 使得 f 和 f−1都是连续映射，则称拓扑空间X 和 Y

同胚（homeomorphic），记作X ' Y；映射 f 称为X 与 Y 之间的同胚。在同胚下保持的性质称为拓扑性

质（topological property）。

注根据命题 A.5，集合的开性与闭性在同胚下保持，因此是最基本的拓扑性质。

命题 A.8

♠同胚是拓扑空间之间的等价关系。

证明 显然 ι是拓扑空间 (X, TX)与其自身的同胚，自反性得证；对于拓扑空间 X ' Y，存在同胚 f : X → Y，

因此同胚的定义要求 f−1 : Y → X 也是同胚，即 Y ' X，对称性得证；对于拓扑空间 X ' Y 和 Y ' Z，存在

同胚 f : X → Y 和 g : Y → Z，根据命题 A.3，f ◦ g : X → Z 也是同胚，传递性得证。

命题 A.9

♠设 f 是一个连续双射，若 f 是开映射或闭映射，则 f 是同胚。

证明 设 f 是从拓扑空间X 到 Y 的连续双射。当 f 是开映射时，对于任意开集 U ⊆ X，(f−1)−1(U)为开集。根

据命题 A.5，f−1是连续映射，因此 f 为同胚；当 f 是闭映射时，对于任意开集 U ⊆ X，(f−1(U))c = f−1(U c)

为闭集，即 f−1(U)为开集，回到前述讨论情形。

定义 A.10 (拓扑向量空间)

♣

设 X 为实（复）向量空间，并倍赋予了一个拓扑。若加法映射

A : X ×X → X, (x, y) 7→ x+ y, (A.3.1)

和标量乘法映射

M : F×X → X, (λ, x) 7→ λx (A.3.2)

在 X ×X 和 F×X 上的乘积拓扑中是连续映射，则称 X 为拓扑向量空间（topological vector space）。
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A.4 拓扑的基与子基

A.4 拓扑的基与子基

定义 A.11 (拓扑基)

♣

若集族 B ∈ P(X)满足：

1. 对于任意 x ∈ X，存在 B ∈ B使得 x ∈ B；

2. 对于任意 B1, B2 ∈ B和任意 x ∈ B1 ∩B2，存在 B ∈ B使得 x ∈ B ⊆ B1 ∩B2；

则称 B为 X 的一组拓扑基（basis for a topological），并称集族

TB = {U ⊆ X|∀x ∈ U, ∃B ∈ B for which x ∈ B ⊆ U} (A.4.1)

是由基 B生成的拓扑（topology generated by the basis B）。

注 这里我们对 TB 构成拓扑稍加说明：显然 ∅, X ∈ TB，同时 TB 关于有限交集的封闭性由上述定义给出；设
{Ui|i ∈ I} ⊆ TB 为开集族，那么对于任意 x ∈ ∪iUi，存在指标 i 使得 x ∈ Ui。根据定义，存在 Bi ∈ B 使得
x ∈ Bi ⊆ Ui ⊆ ∪iUi，因此 ∪iUi ∈ TB。可见 TB 的确构成一个拓扑。
注不同的拓扑基可以生成相同的拓扑，例如 B1 =

{
B(x, r)|x ∈ R2, r > 0

}
、B2 =

{
B(x, r)|x ∈ Q2, r ∈ Q>0

}
和

B3 = {(a, b)× (c, d)|a, b, c, d ∈ R}是 R2的三种不同的拓扑基，但它们生成相同的拓扑；这一点容易通过相互包

含验证。另外，这三种拓扑基的基数也不尽相同，其中只有 B2 是可数的。

例 A.3 对于任意给定的拓扑空间 (Xi, Ti) (i ∈ I)，类似命题 A.2定义其乘积拓扑
∏

iXi = {(xi)|xi ∈ Xi}。考虑
集族 B = {

∏
i Ui|Ui ∈ Ti}。对于任意 x = (xi) ∈

∏
iXi，由于 Xi ∈ Ti，必有 xi ∈ Xi，进而 x ∈

∏
i Xi ∈ B；另

一方面，对于任意 B1 =
∏

i Ui和 B2 =
∏

i Vi，以及任意 x = (xi) ∈ B1 ∩B2，根据定义，xi ∈ Ui ∩ Vi ∈ Ti，故存

在 B =
∏

i(Ui ∩ Vi) ∈ B，使得 x ∈ B = B1 ∩B2。因此 B是
∏

i Xi 的一个拓扑基，其生成的拓扑

Tbox =

{
U ⊆

∏
i

Xi

∣∣∣∣∣∀(xi) ∈ U, ∃Ui ∈ Ti for which (xi) ∈
∏

i

Ui ⊆ U

}
(A.4.2)

称为 X =
∏

i Xi 上的箱拓扑（box topology）。

命题 A.10

♠
若 B是 X 的一个拓扑基，那么由其生成的拓扑为 TB = {∪B∈B′B|B′ ⊆ B}。

证明 根据定义，显然 B ⊆ TB。那么对于任意 B ∈ B′ ⊆ B ⊆ TB，均有 ∪B∈B′B ∈ TB，因此 {∪B∈B′B|B′ ⊆ B}；
另一方面，对于任意 U ∈ TB 以及 U 内的元素 x，存在 Bx ∈ B使得 x ∈ Bx ⊆ U，那么 U ⊆ ∪x∈UBx ⊆ U，即

U = ∪x∈UBx，因此 TB ⊆ {∪B∈B′B|B′ ⊆ B}。

推论 A.2

♥设 B为 X 的一组拓扑基，拓扑 T ′ 满足 B ⊆ T ′，则 TB ⊆ T ′。

证明 根据命题 A.10，对于 TB 内的任意元素，存在 B′ ⊆ B使其可表示为 ∪B∈B′B。因此若 B ⊆ T ′，则 B ∈ T ′，

进而 ∪B∈B′B ∈ T ′，最终得到 TB ⊆ T ′。

类似向量空间生成集的概念，我们也可以对一般子集族定义生成拓扑的概念。

定义 A.12 (生成拓扑)

♣

对于任意 X 的子集构成的族 S ⊆ P(X)，称X 上包含 S 的所有拓扑的交集是由 S 生成的拓扑（topology
generated by S），通常记作 TS。

注容易验证拓扑的交集也是拓扑；根据定义，在使得 S 中所有集合均为开集的拓扑中，TS 是最弱的那个。
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A.4 拓扑的基与子基

命题 A.11

♠

设子集族 S ⊆ P(X)，并记 B = {B ⊆ X|∃S1, · · · , Sm ∈ S for which B = S1 ∩ · · · ∩ Sm}，那么
1. 若 ∪S∈SS = X，则 B是 X 的一组拓扑基，并且 TS = TB；
2. 一般地，若 X ′ = ∪S∈SS ⊆ X，则 B是 X ′ 上的一组拓扑基，并且 TS = {X} ∪ TB。

证明 我们仅对第二条性质进行证明。对于任意 x ∈ X ′，存在子集 S ∈ S 使得 x ∈ S，而 S ∈ B；对于任意
B1, B2 ∈ B和任意 x ∈ B1 ∩ B2，存在 S1, · · · , Sm ∈ S 和 T1, · · · , Tn ∈ S，使得 B1 = ∩m

i=1Si 且 B2 = ∩n
j=1Tj。

因此 x ∈ (∩m
i=1Si) ∩ (∩n

j=1Si) ⊆ B1 ∩B2。综上，B是 X ′ 的一组拓扑基。容易验证 {X} ∪ TB 是 X 上的一个拓

扑，并且 S ⊆ B ⊆ {X}∪TB。根据推论 A.2，TS ⊆ {X}∪TB；另一方面，显然 B ⊆ TS，根据推论 A.2，TB ⊆ TS。
由于 TS 是 X 上的拓扑，自然有 X ∈ TS，故 {X} ∪ TB ⊆ TS，反向包含成立。
根据上述结论，我们可以引出拓扑子基的概念。

定义 A.13 (拓扑子基)

♣

若集族 S ⊆ P(X)满足 ∪S∈SS = X，则称 S 是 X 的一组拓扑子基（subbasis for a topology），称 TS 为由
子基 S 生成的拓扑（topology generated by the subbasis S）。

例 A.4
1. 对于 R上的标准 Euclidean拓扑，B = {(a, b)|a < b}是一组拓扑基，而 S = {(−∞, a), (a,+∞)|a ∈ R}是
一组拓扑子基；

2. 对于 X × Y 上的乘积拓扑，B = {U × V |U ∈ TX , V ∈ TY } 是一组拓扑基，而 S = {U × Y |U ∈ TX} ∪
{X × V |V ∈ TY }是一组拓扑子基。

命题 A.12 (拓扑基的判据)

♠

设 (X, T ) 为拓扑空间，那么集族 B ⊆ P(X) 是生成 T 的一组拓扑基当且仅当 B ⊆ T，并且对于任意
U ∈ T 和任意 x ∈ U，存在 B ∈ B使得 x ∈ B ⊆ U。

证明 充分性是显然的；对于必要性，拓扑基的第一条要求可通过取 U = X 证明。对于任意 B1, B2 ∈ B ⊆ T 和
任意 x ∈ B1 ∩ B2，首先有 B1 ∩ B2 ∈ T。根据条件，存在 B ∈ B 使得 x ∈ B ⊆ B1 ∩ B2。综上，B是 X 的一

组拓扑基，根据推论 A.2，TB ⊆ T。另外，类似命题 A.10的证明，对于任意 U ∈ T，U = ∪x∈UBx ∈ TB，其中
Bx ∈ B。因此 T ⊆ TB，反向包含成立。

命题 A.13 (拓扑子基的判据)

♠

设 (X, T )为拓扑空间，那么集族 S ⊆ P(X)是生成 T 的一组拓扑子基当且仅当 S ⊆ T，并且对于任意
U ∈ T 和任意 x ∈ U，存在 S1, · · · , Sm ∈ S 使得 x ∈ ∩n

i=1Si ⊆ U。

证明 对于充分性，根据命题 A.11，可通过拓扑子基 S 构造 ∪S∈SS = X 的一组拓扑基 B，使得 T = TS = TB。
那么显然有 S ⊆ TS = T；对于任意 U ∈ T = TB 和任意 x ∈ U，存在 B ∈ B使得 x ∈ B ⊆ U。根据命题 A.11，
这里的 B 为 S 中有限多个集合的交集，因此充分性得证。

对于必要性，根据命题 A.11，可通过拓扑子基 S 构造X ′ = ∪S∈SS 的一组拓扑基 B，使得 TS = {X} ∪ TB。
根据推论 A.2，S ⊆ T 意味着 TS ⊆ T；对于反向包含，考虑任意 U ∈ T 和任意 x ∈ U，条件表明存在 Bx ∈ B
使得 x ∈ Bx ⊆ U，因此 U ⊆ ∪x∈UBx ⊆ U，即 U = ∪x∈UBx。根据命题 A.10，这意味着 U ∈ TB 对任意 U ∈ T
成立，那么 X ∈ TB。根据推论 A.2，O ⊆ TB = {X} ∪ TB = TS。

定理 A.1 (连续映射的刻画：拓扑基与子基)
设 B是 TY 的一个拓扑基，S 是 TY 的一个拓扑子基，那么以下几种表述等价：

1. 映射 f : (X, TX) → (Y, TY )是连续映射；
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A.5 乘积拓扑

♥

2. 对于任意 B ∈ B，其原像 f−1(B)在 X 中是开集；

3. 对于任意 S ∈ S，其原像 f−1(S)在 X 中是开集。

A.5 乘积拓扑
有了拓扑基的概念，现在我们可以重新审视命题 A.2中乘积拓扑的定义，将其定义推广到任意指标。

定义 A.14 (乘积拓扑)

♣

设 (Xα, Tα)为一族拓扑空间，称
∏

αXα 上由子基 Sproduct = ∪β{π−1
β (Vβ)|Vβ ∈ Tβ}生成的拓扑 Tproduct 为∏

αXα 的乘积拓扑（product topology），其中投影映射 πβ :
∏

αXα → Xβ 将 (xα)映射到 xβ。

注根据命题 A.13，容易验证对于两个拓扑空间，该定义可导出命题 A.2中的结果。
注回顾例A.3中关于箱拓扑的定义。对于任意指标 β和 Vβ ∈ Tβ，取 π−1

β (Vβ) ∈ S。那么对于任意 (xα) ∈ π−1
β (Vβ)，

分量 xβ ∈ Vβ ⊆ Xβ，其余分量 xα ∈ Xα (α 6= β)，因此 (xα) ∈ π−1
β (Vβ)，即 S ⊆ Tbox。根据推论A.2，Tproduct ⊆ Tbox，

即乘积拓扑弱于箱拓扑。尽管乘积拓扑不如箱拓扑那样自然，但事实证明前者更重要：乘积具有很多良好的拓

扑性质，而箱拓扑在拓扑学中被广泛用作反例。当然，对于有限乘积空间，这两种拓扑相同。

在此定义下，我们可以得到类似命题 A.7的结论。

命题 A.14

♠

设 (Xα, Tα)为一族拓扑空间，那么无论赋予
∏

αXα是乘积拓扑还是箱拓扑，对于任意指标 β，投影映射

πβ :
∏

αXα → Xβ 都是连续的开映射。

证明 由于 Tproduct ⊆ Tbox，对于任意 Vβ ∈ Tβ，只要 π−1
β (Vβ) ∈ Tproduct 就有 π−1

β (Vβ) ∈ Tbox，因此仅需在 Tproduct

中证明映射的连续性；类似地，仅需在 Tbox 中证明 πβ 为开映射。前者是显然的；对于后者，回顾箱拓扑的定

义式(A.4.2)，对于任意开集 U ∈ Tbox 以及任意 (xα) ∈ U，存在 Uα ∈ Tα 使得 (xα) ∈
∏

α Uα ⊆ U，因此

xβ = πβ((xα)) ∈ Uβ ⊆ πβ(U)。利用 x的任意性，可知 πβ(U)为开集，即 πβ 为开映射。

命题 A.15 (乘积拓扑的刻画)

♠
乘积拓扑 Tproduct 是在

∏
αXα 上使得所有投影映射 πβ 都连续的拓扑中最弱的拓扑。

证明 πη 关于 Tproduct的连续性源于命题 A.14。设 T 为在
∏

αXα使得所有典范投影 πβ 均连续的拓扑。那么根据

命题 A.5，对于任意 Vβ ∈ Tβ，π−1(Vβ) ∈ T，这意味着 Sproduct ⊆ T。根据推论 A.2，Tproduct ⊆ T。

定理 A.2 (乘积拓扑的泛性质)

♥

设 X 和每个 Xα 均为拓扑空间，赋予空间
∏

αXα 以乘积拓扑。定义映射 f : X →
∏

αXα 为 f(x) =

(fα(x))，则 f 是连续映射当且仅当所有 fα = πα ◦ f 都是连续映射。此外，乘积拓扑是
∏

αXα 上唯一满

足此性质的拓扑。

证明 若 f 连续，那么利用 πβ 的连续性（命题 A.14）和复合映射的连续性（命题 A.3），fα = πα ◦ f 也是连续
的；若 fα 连续，那么对于任意 Vβ ∈ Tβ 和相应子基 π−1

β (Vβ)，

f−1(π−1
β (Vβ)) =

¶
x ∈ X

∣∣∣f(x) ∈ π−1
β (Vβ)

©
= {x ∈ X|(πβ ◦ f)(x) ∈ Vβ} = f−1

β (Vβ) ∈ TX , (A.5.1)

根据命题 A.5，此时 f 也是连续映射。泛性质的证明从略。

注事实上，箱拓扑就是上述不满足泛性质的一例。例如设 X = RN，定义映射 f : R → RN 为 f(t) = (t, t, · · · )，
那么 f 的每个分量都是 R上元素 t到其自身的恒等映射，从而 f 的每个分量都连续；但是如果赋予X 以箱拓扑，

那么 (−1, 1)× (−1/2, 1/2)× · · · 在箱拓扑中是开集，但其原像 {0}不是 X 中的开集。
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A.6 诱导拓扑

A.6 诱导拓扑
事实上，我们可以从命题 A.1中的子空间拓扑和命题 A.15中乘积拓扑的刻画中得到启发，利用“使得给定

映射都连续的最弱拓扑”的特征，在原像空间上构造一个新的拓扑。这就是诱导拓扑。

定义 A.15 (诱导拓扑)

♣

设 (Yα, Tα)为一族拓扑空间，F = {fα|X → (Yα, Tα)}是一族映射，那么在X 上使得所有 fα都是连续映

射的拓扑中，最弱的拓扑 TF 称为 X 的 F-诱导拓扑（F-induced topology）或弱拓扑（weak topology）。

注

1. 如果赋予X 最强的拓扑，即离散拓扑，则任何映射 fα : (X, Tdiscrete) → (Yα, Tα)都是连续的，该情形平凡。
考虑在X 上的一族拓扑 {Tβ}，若该拓扑族使得每个 fα关于每个 Tβ 连续，那么 T = ∩βTβ 也是X 上的一

个拓扑，并且 fα 关于 T 连续。因此，在 X 上存在唯一一个最弱拓扑，使得每个 fα 连续；

2. 事实上，TF 是由子基 SF = ∪α{f−1
α (Vα)|Vα ∈ Tα}生成的拓扑：首先对于任意 fα ∈ F 和任意 Vα ∈ Tα，

定义要求 f−1
α (Vα) ∈ TF，因此 SF ⊆ TF，进而推论 A.2要求 TS ⊆ TF；其次 f−1

α (Vα) ∈ SF 对所有 α成立，

这意味着包含 SF 的拓扑是使得 F 连续的拓扑，从而 TF ⊆ TS。综上，TF = TS。

命题 A.16 (诱导拓扑的泛性质)

♠

设 (Yα, Tα)为一族拓扑空间，F = {fα|X → (Yα, Tα)}为一族映射。赋予X 以 F-诱导拓扑，那么对于任
意拓扑空间 Z，映射 f : Z → X 连续当且仅当所有 fα ◦ f : Z → Yα 均连续。此外，F-诱导拓扑是 X 上

唯一满足该性质的拓扑。

证明 若映射 f : Z → X，则由复合函数的连续性（命题 A.3），fα ◦ f 也是连续的；反之若 fα ◦ f 连续，则对于
每个拓扑子基 f−1

β (Vβ)，f
−1(f−1

β (Vβ)) = (fβ ◦ f)−1(Vβ) ∈ TF。根据命题 A.5，f 连续。泛性质的证明从略。
例 A.5

1. 作为诱导拓扑的度量拓扑：对于任意度量空间 (X, d)，度量拓扑是由所有度量球 {B(x, r)|x ∈ X, r > 0}生
成的；换言之，度量拓扑是由映射族 {dx|x ∈ X}生成的诱导拓扑，其中 dx : X → R定义为 dx(y) = d(x, y)；

2. 弱拓扑和弱-∗拓扑：设X 为拓扑向量空间，X∗为其对偶空间。此时可以在X 上定义一个新的拓扑，同时

在 X∗ 上定义一个自然的拓扑：

(1) X 上的弱拓扑（weak topology）是X∗生成的诱导拓扑，即X 上所有使得 f ∈ X∗连续的拓扑中最弱

的拓扑，因此 X 上的弱拓扑比 X 上的原始拓扑更弱；

(2) X∗-上的弱-∗拓扑（weak-∗topology）是由 {evx|x ∈ X}，即使得X∗上所有赋值映射 evx : X∗ → R, l 7→
l(x)都连续的拓扑中最弱的拓扑。
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附录 B 奇异值和Moore-Penrose逆
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B.1 奇异值
设 U 和 V 是域 C 或 R 上的 n 维内积空间，τ ∈ L(U, V )。根据定理 7.10，τ∗τ 是正算子，此时 U 具有

由 τ∗τ 的本征向量构成的有序标准正交基 B = (u1, · · · , ur, ur+1, · · · , un)，其中 n = dim(U)，对应的本征值

满足 λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0 = λr+1 = · · · = λn。根据命题 7.2，向量集 (u1, · · · , ur) 和 (ur+1, · · · , un) 分别
是 ker(τ∗τ)⊥ = im((τ∗τ)∗) = im(τ∗τ) = im(τ∗) = ker(τ)⊥ 和 ker(τ∗τ) = ker(τ) 的有序标准正交基。对于

i = 1, · · · , r，正数 si =
√
λi称为 τ 的奇异值（singular value）；对于 i = r+ 1, · · · , n，取 si = 0。那么对于每个

i ≤ r和 ui ∈ U，可定义相应的 vi = s−1
i τui ∈ V。由此我们可以得到 τ 与 τ∗ 之间的某种“对称性”：

τui =

sivi, i ≤ r,

0, i > r
and τ∗vi = s−1

i τ∗τui = siui =

siui, i ≤ r,

0, i > r.
(B.1.1)

此外，根据上述定义，各 vi 也是标准正交的：当 i, j ≤ r且 i 6= j 时，

〈vi, vj〉 =
1

sisj
〈τui, τuj〉 =

1

sisj
〈ui, τ∗τuj〉 =

sj
si

〈ui, uj〉 = δi,j , (B.1.2)

同时可利用 Gram-Schmidt增广（定理 5.6）将有序标准正交集 (v1, · · · , vr)延拓为 V 上一组标准正交基。最后，

注意到 (ττ∗)vi = τ(siui) = si(sivi) = λivi，因此 (v1, · · · , vr) 也是 ττ∗ 的本征向量，对应的本征值同样为

λ1, · · · , λr。将上述讨论整理后，可得到如下定理。

定理 B.1

♥

设 U 和 V 为 C或 R上的 n维内积空间，τ ∈ L(U, V )具有秩 r，则分别存在 U 和 V 的有序标准正交基

（ordered orthonormal basis, abbreviated as ONB）B和 C，使得

B = ( u1, · · · , ur︸ ︷︷ ︸
ONB for im(τ∗)

, ur+1, · · · , un︸ ︷︷ ︸
ONB for ker(τ)

), (B.1.3)

C = (v1, · · · , vr︸ ︷︷ ︸
ONB for im(τ)

, vr+1, · · · , vn︸ ︷︷ ︸
ONB for ker(τ∗)

). (B.1.4)

此外，对于 1 ≤ k ≤ r，τui = sivi且 τ∗vi = siui，其中 si > 0称为 τ 的奇异值，定义为 (τ∗τ)ui = s2iui。

向量 u1, · · · , ur 称为 τ 的右奇异向量（right singular vector），而向量 v1, · · · , vr 称为 τ 的左奇异向量（left
singular vector）。

该结论的一个重要结果是奇异值分解（singular value decomposition）。设 A ∈ Mm,n(F )，B = (u1, · · · , un)
和 C = (v1, · · · , vm)分别为来自 U 和 V 的标准正交基，那么

[τ ]B,C = ([τ(u1)]C , · · · , [τ(un)]C) = diag(s1, · · · , sr, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
(n−r) terms

)
∆
=== Σ. (B.1.5)

根据定理 3.7，设A = [τ ]En,Em，那么A =MC,Em [τ ]B,CMEn,B = PΣQ∗，其中P =MC,Em和Q =MB,En是幺正或正

交的。这就是奇异值分解。至于分解的唯一性，设A = PΣQ∗，则A∗A = Q(Σ∗Σ)Q∗，其中Σ∗Σ = diag
(
s1, · · · , s2n

)
。

那么 (A∗A)Q(j) = s2jQ
(j)，即 s2j 是 A∗A的本征值，因此 Σ由 A唯一确定（但 P 和 Q未必唯一）。



B.2 Moore-Penrose逆

注 我们不加证明地给出如下唯一性事实：若 n ≤ m 且本征值 λi 不同，则 P 唯一确定，最多右乘一个形如

D = diag(z1, · · · , zm)的对角阵，其中 |zi| = 1；若 n < m，则 Q不唯一确定；若m = n = r，则对于任意给定

的 P，存在唯一的 Q。由此我们可以看出，通常奇异值分解是不唯一的。

B.2 Moore-Penrose逆

根据上一节的讨论，我们定义线性变换 τ+ : V → U 为 τ+vi =

s
−1
i ui, if i ≤ r,

0, if i > r.
若 n = m = r，则

τ+ = τ−1。线性变换 τ+ 称为 τ 的 Moore-Penrose广义逆（Moore-Penrose generalized inverse）或 Moore-Penrose
伪逆（Moore-Penrose pseudoinverse）；后面简称MP逆。

定理 B.2

♥

设 τ ∈ L(U, V )，则 τ 的MP逆完全由如下性质刻画：
1. ττ+τ = τ；

2. τ+ττ+ = τ+；

3. ττ+ 厄米；
4. τ+τ 厄米。

证明 该结论的充要性容易证明，其中必要性可通过 (ττ+)vi = vi 以及设 τvi =
∑

j rjuj 证明。现在我们证明其

唯一性：对于任意满足上述条件的MP逆 ρ和 σ，

ρ = ρτρ = (ρτ)∗ρ = τ∗ρ∗ρ = (τστ)∗ρ∗ρ = (στ)∗τ∗ρ∗ρ = (στ)(ρτ)∗ρ = στ(ρτρ) = στρ, (B.2.1)

σ = στσ = σ(τσ)∗ = σσ∗τ = σσ∗(τρτ)∗ = σσ∗τ∗(τρ)∗ = σ(τσ)∗(τρ) = (στσ)τρ = στρ. (B.2.2)

可见 ρ = σ，即满足上述性质的MP逆唯一。

B.3 最小二乘逼近
MP逆最重要的应用是最小二乘问题。考虑线性方程组 Ax = v，其中 A ∈ Mm,n(F )，通常 F = C或 R。该

方程组有解当且仅当 v ∈ im(τA)；若方程组无解，则求解方程 Ax = v̂ 具有重要的实际意义，其中 v̂ 是 im(τA)

中按幺正距离或 Euclidean距离唯一最接近 v的向量（定理 5.9）。此问题称为线性最小二乘（linear least squares）
问题，该方程组 Ax = v̂的任意解称为方程组 Ax = v的最小二乘解（least square solution）。换言之，Ax = v的

最小二乘解是使得 ‖Ax− v‖最小化的向量 x。

设 w和 z是Ax = v的最小二乘解，则Aw = v̂ = Az，因此 w−z ∈ ker(τA)。这意味着如果 w是某个特定的

最小二乘解，那么所有最小二乘解构成的集合为w+ker(A)。在所有解中，我们最感兴趣的是具有极小范数的解。

如果存在处于 ker(A)⊥内的最小二乘解 w，那么对于任意 z ∈ ker(A)，我们有 ‖w + z‖2 = ‖w‖2 + ‖z‖2 ≥ ‖w‖2。
因此 w将是唯一具有极小范数的最小二乘解。

定理 B.3

♥

设 A ∈ Mm,n(F )，那么在方程组 Ax = v̂的所有最小二乘解中，存在唯一极小范数解 A+v，其中 A+ 是

A的MP逆。

证明 向量w是最小二乘解当且仅当Aw = v̂ ∈ im(τA)，那么根据定理 5.9，该条件等价于 (Aw−v)⊥im(τA)。根据

命题 7.2，im(τA)
⊥ = ker(τ∗A)，因此上述条件等价于Aw−v ∈ ker(τ∗A)，即 0 = τ∗A(Aw−v)，整理得 (A∗A)w = A∗v。

该方程称为 Ax = v的正规方程（normal equation），其解恰好为方程组 Ax = v的最小二乘解。

对于 V 中AA∗的本征向量构成的一组基 C = (v1, · · · , vm)，代入 w = A+vi知 (A∗A)(A+vi) = s−1
i AA∗ui =

siui = A∗vi。利用该方程的线性，可知 (A∗A)(A+v) = A∗v。根据定理 5.9，该解存在即唯一。
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附录 C Schatten范数

我们在第14章了解了内积空间 Fn上的一些具体范数，并引出了算子范数的一种定义；事实上，量子信息论

中涉及的算子也存在类似 p-范数的其他算子范数。本章我们主要关注这些算子范数在应用层面的结论，对其动
机则不多作说明。在本章中，域 F表示 R或 C。
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C.1 从向量范数到 Schatten范数
与 Euclidean空间内的 p-范数相对应，这里我们最关心的范数族为 Schatten p-范数（Schatten p-norm），因为

它包含了量子信息中最常见的谱范数（spectral norm）、Frobenius范数（Frobenius norm）和迹范数（trace norm）。
对于任意算子 A ∈ L(Fn,Fm)和实数 p ∈ [1,∞]，A的 Schatten p-范数定义为

‖A‖p =

[Tr(|A|p)]1/p, if 1 ≤ p <∞

sup {‖Au‖2|u ∈ Fn, ‖u‖2 ≤ 1}, if p = ∞,
(C.1.1)

其中 |A| =
√
A∗A，而 ‖A‖∞正是我们在第14.3节定义的算子范数。事实上，该范数之所以称为 p-范数，是因为

其与算子 A的奇异值构成的 r-元组的 p-范数紧密相关。

命题 C.1

♠
设 A ∈ L(Fn,Fm)，s(A)为 A的奇异值构成的 r-元组，那么 ‖A‖p = ‖s(A)‖p 对所有 1 ≤ p ≤ ∞成立。

证明 当 1 ≤ p <∞时，根据定理 B.1，任意算子 A都存在奇异值分解 A = PΣQ∗，其中 Σ = diag(s1, · · · , sr)且
Q = (v1, · · · , vm)。结合第B.1节的讨论，vi是A∗A = QΣ2Q∗的本征向量，因此其存在谱分解A∗A =

∑m
i=1 s

2
i viv

∗
i。

根据第7.4节对于算子函数定义的讨论与命题 6.3，

|A|p = (A∗A)p/2 =

m∑
i=1

spi viv
∗
i =⇒ |A|pvi = spi vi =⇒ Tr(|A|p) =

r∑
i=1

spi , (C.1.2)

可见 ‖A‖p = (
∑r

i=1 s
p
i )

1/p = ‖s(A)‖p，这里 s(A)表示 A的奇异值构成的 r-元组。
当 p = ∞时，设 P = (u1, · · · , un)，那么将任意向量 u ∈ Fn表示为

∑
i riui，其中

∑
i |ri|

2
= ‖u‖22 ≤ 1。因

此 ‖Au‖22 = ‖
∑

i riAui‖
2
2
= ‖
∑

i risivi‖
2
2
=
∑

i |ri|s2i ≤ maxi s
2
i 对所有 u成立，因此 ‖A‖∞ ≤ s1（此处 si 按非

增顺序排列）；另一方面，‖Au1‖2 = ‖s1v1‖ = s1，因此 ‖A‖∞ ≥ s1。综上，‖A‖∞ = maxi si = ‖s(A)‖∞。

C.2 范数的基本性质
定义 Hilbert-Schmidt内积（Hilbert-Schmidt inner product）为 〈A,B〉 = Tr(B∗A)（请读者自行验证该映射为

内积）。在证明 Schatten范数的基本性质之前，我们需要先证明一个引理 [5]。

引理 C.1 (von Neumann迹不等式)

♥

对于算子 A,B ∈ L(Fn,Fm)，|〈A,B〉| ≤
∑r

i=1 siti，其中 s1 ≥ · · · ≥ sa > 0 = sa+1和 t1 ≥ · · · ≥ tb > 0 =

tb+1 分别为 A和 B 的奇异值，r = min {a, b}。



C.2 范数的基本性质

证明 设 A和 B 的奇异值分解分别为 P1Σ1Q
∗
1 和 P2Σ2Q

∗
2。记幺正算子 P = P ∗

2 P1, Q = Q∗
2Q1，那么

〈A,B〉 = Tr(Q2Σ
∗
2P

∗
2 P1Σ1Q

∗
1) = Tr(Σ∗

2PΣ1Q
∗) =

∑
i,j,k,l

(Σ∗
2)i,jPj,k(Σ1)k,l(Q

∗)l,i

=
∑
i,j,k,l

tiδi,j · Pj,k · skδk,l ·Qi,l =
∑
i,j

sitjPj,iQj,i,
(C.2.1)

因此 |〈A,B〉| ≤
∑

i,j |Pj,i||Qj,i|sitj ≤
∑

i,j(|Pj,i|2 + |Qj,i|2)sitj/2。我们希望证明
∑

i,j |Pj,i|2sitj ≤
∑

i,j δi,jsitj。

由于 P 幺正，
∑

i≤k |Pj,i|2 ≤
∑

i |Pj,i|2 = 1 和
∑

j≤l |Pj,i|2 ≤
∑

j |Pj,i|2 = 1 对所有 i, j, k, l 成立，因此∑
i≤k

∑
j≤l |Pj,i|2 ≤ min {k, l}。对于任意 i ∈ {1, · · · , a} 和 j ∈ {1, · · · , b}，定义 ξi = si − si+1 ≥ 0, ηj =

tj − tj+1 ≥ 0，即 si =
∑

k≥i ξk, tj =
∑

l≥j ηl，从而∑
i,j

(δi,j − |Pj,i|2)sitj =
∑
i,j

(δi,j − |Pj,i|2) ·
∑
k≥i

ξk ·
∑
l≥j

ηl =
∑
k,l

ξkηl
∑
i≤k

∑
j≤l

(δi,j − |Pj,i|2)

≥
∑
k,l

ξkηl(min {k, l} −min {k, l}) = 0.
(C.2.2)

因此
∑

i,j |Pj,i|2sitj ≤
∑

i siti，类似地
∑

i,j |Qj,i|2sitj ≤
∑

i siti，故结论得证。

命题 C.2

♠

设 A ∈ L(Fn,Fm)，实数 p, q满足 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞，并假设其余算子规模恰当，那么
1. 范数等价性：‖A‖q ≤ ‖A‖p ≤ rank(A)(q−p)/qp‖A‖q；
2. 幺正不变性：对于任意幺正算符 U, V，‖A‖p = ‖UAV ∗‖p；
3. 范数对偶性：设 p∗ = p/(p− 1)为 p的共轭指数，那么 Schatten p-范数与 p∗-范数是对偶的，即

‖A‖p = sup
¶
|〈A,B〉|

∣∣∣B ∈ L(Fn,Fm), ‖B‖p∗ ≤ 1
©
. (C.2.3)

特别地，对于一般的 B ∈ L(Fn,Fm)，Hölder不等式 |〈A,B〉| ≤ ‖A‖p‖B‖p∗ 成立；

4. 次可乘性（submultiplicativity）：‖AB‖p ≤ ‖A‖∞‖B‖p 且 ‖AB‖p ≤ ‖A‖p‖B‖∞。
5. ‖A‖p = ‖A∗‖p =

∥∥AT
∥∥
p
=
∥∥Ā∥∥

p
。

证明

1. 根据命题 C.1和定理 14.4，‖A‖q = ‖s(A)‖q ≤ ‖s(A)‖p = ‖A‖p ≤ rank(A)(q−p)/qp‖A‖q；
2. 根据命题 C.1和奇异值分解，A左乘和右乘幺正算符并不影响其奇异值，从而范数不变；
3. 我们先证明Hölder不等式。根据 von Neumann迹不等式（引理 C.1）、Hölder不等式（定理 14.2）和命题 C.1，

|〈A,B〉| ≤ ‖s(A)‖p‖s(B)‖p∗ = ‖A‖p‖B‖p∗。当 ‖B‖p∗ ≤ 1时，|〈A,B〉| ≤ ‖A‖p 恒成立，因此

sup
¶
|〈A,B〉|

∣∣∣B ∈ L(Fn,Fm), ‖B‖p∗ ≤ 1
©
≤ ‖A‖p. (C.2.4)

反之我们希望找到一个 B0 ∈ L(Fn,Fm)使得 |Tr(B∗
0A)| = ‖A‖p = [Tr(|A|p)]1/p在 ‖B0‖p∗ ≤ 1时成立。当

1 < p < ∞时，对比 Tr(·)中的项，不妨设 B0 = cA|A|p−2，其中算子指数的定义参考第7.4节，常数 c可

由下式确定：

1 = ‖B0‖p∗ =
î
Tr
Ä
|B0|p

∗äó1/p∗

= |c|
ß
Tr

ïÄ
|A|p−1

äp/(p−1)
ò™1−1/p

= |c|‖A‖p−1
p . (C.2.5)

取 c = ‖A‖1−p
p ，则 |Tr(B∗

0A)| = ‖A‖1−p
p ·[Tr (|A|p)] = ‖A‖p，因此反向不等式成立。当 p = 1时，设A的奇异

值分解为 PΣQ∗，那么取 B0 = PQ∗，使得 Tr(B∗
0A) = Tr(QP ∗PΣQ∗) = Tr(Σ) = Tr

√
(QΣQ∗)2 = ‖A‖1，

因此反向不等式成立。当 p = ∞时，设A的最大奇异值 s1对应的左右奇异向量分别为 v1和 u1，那么根据定

理B.1和命题C.1，取B0 = u1v
∗
1，使得Tr(B∗

0A) = Tr(u1v
∗
1A) = v∗1Au1 = s1v

∗
1v1 = s1 = ‖s(A)‖∞ = ‖A‖∞，

因此反向不等式成立。综上，该结论成立；

4. 我们先证明一个引理：si(AB) ≤ ‖B‖∞si(A)。设 B 的奇异值 si 对应的左奇异向量为 vi，则 BB∗ =∑
i siviv

∗
i，进而 ‖B‖2∞id − BB∗ =

∑
i(s

2
1 − s2i )viv

∗
i ≥ 0；这意味着 (AB)(AB∗) ≤ ‖B‖2∞AA∗ 对任

意 A ∈ L(Fn,Fm) 成立。由于 A 的奇异值恰好为 AA∗ 或 A∗A 本征值的正平方根，上式给出 si(AB) ≤
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C.3 特殊 Schatten范数

‖B‖∞si(A)。因此，该引理和命题 C.1表明，当 1 ≤ p <∞时，‖AB‖p = ‖s(AB)‖p = (
∑

i si(AB)p)1/p ≤
‖B‖∞(

∑
i si(A)

p)1/p = ‖B‖∞‖A‖p；当 p = ∞时，si(AB) ≤ ‖B‖∞si(A) ≤ ‖B‖∞‖A‖∞ 对所有 i成立，

因此 ‖AB‖∞ = ‖s(AB)‖∞ = supi si(AB) ≤ ‖B‖∞‖A‖∞。综上，‖AB‖p ≤ ‖B‖∞‖A‖p对所有 1 ≤ p ≤ ∞
成立；对称地，‖AB‖p ≤ ‖A‖∞‖B‖p。根据此结论和性质 1，‖AB‖p ≤ ‖A‖p‖B‖∞ ≤ ‖A‖p‖B‖p；

5. 根据性质 3，‖A∗‖p = sup{|〈A∗, B〉||‖B‖p∗ ≤ 1} = sup{|B∗, A||‖B∗‖p∗ ≤ 1} = ‖A‖p。设A的奇异值 s对应

的右奇异向量为 u，那么 (A∗A)u = s2u，逐分量表示为 s2ui = (A∗Au)i =
∑

j(A
∗A)i,juj。由于 (A∗A)i,j =∑

k (A
∗)i,k ·Ak,j =

∑
k Ak,iAk,j = (Ā∗Ā)i,j，那么对其取复共轭可得 s2ui =

∑
i,j (A

∗A)i,juj = (Ā∗Aū)i，即

s也是 Ā∗Ā的奇异值。根据命题C.1，
∥∥Ā∥∥

p
=
∥∥s(Ā)∥∥

p
= ‖s(A)‖p = ‖A‖p，进而

∥∥AT
∥∥
p
=
∥∥(Ā)∗∥∥

p
= ‖A‖p。

有了上述性质，现在我们可以证明 Schatten p-范数确为范数，以此结束本节。

定理 C.1

♥
设 A,B ∈ L(Fn,Fm)，那么 ‖A+B‖p ≤ ‖A‖p + ‖B‖p 对所有 1 ≤ p ≤ ∞成立。

证明 根据命题C.2性质 3，对于任意正数 ε，存在C ∈ L(Fn,Fm)，使得 ‖C‖p∗ ≤ 1且 ‖A+B‖p−ε < |〈A+B,C〉| =
|〈A,C〉+ 〈B,C〉| ≤ |〈A,C〉|+ |〈B,C〉| ≤ ‖A‖p + ‖B‖p。利用 ε的任意性，‖A+B‖p ≤ ‖A‖p + ‖B‖p 成立。

C.3 特殊 Schatten范数
在量子信息论中，常见的三种 Schatten范数对应 p = 1, 2,∞，分别称为迹范数（trace form）、Frobenius范数

（Frobenius norm）和谱范数（spectral norm）或算子范数（operator norm）。除去命题 C.2给出的普遍性质，这三
种范数还有一些额外性质。

C.3.1 迹范数

A ∈ L(Fn,Fm)的迹范数定义为 ‖A‖1 = Tr |A| = Tr
√
A∗A，它常用于定义密度算符 ρ和 σ的迹距离（trace

distance）：‖ρ− σ‖1。对于任意单位向量 u, v和非负实数 α, β，设 αuu∗ − βvv∗ 的本征值向量为 u+ xv，那么

(αuu∗ − βvv∗)(u+ xv) = α(1 + cx)u− β(x+ c̄)v = λ(u+ xv) =⇒ x =
−(α+ β)±

√
∆

2αc
, (C.3.1)

其中 ∆ = (α + β)2 − 4αβ|〈u, v〉|2，故本征值 λ± = [(α − β) ±
√
∆]/2。由于 αuu∗ − βvv∗ 是自伴算子，根据

第7.4节的讨论，|αuu∗ − βvv∗| =
√
(αuu∗ − βvv∗)2 的本征值为 |λ±|，进而

‖αuu∗ − βvv∗‖1 = Tr |αuu∗ − βvv∗| = |λ+|+ |λ−| =
»

(λ+ + λ−)2 + 2(|λ+λ−| − λ+λ−)

=
»
(α− β)2 + 2 · 2αβ(1− |〈u, v〉|2) =

»
(α+ β)2 − 4αβ|〈u, v〉|2.

(C.3.2)

C.3.2 Frobenius范数

A ∈ L(Fn,Fm)的 Frobenius范数定义为 ‖A‖2 =
»
Tr |A|2 =

√
Tr(A∗A) = 〈A,A〉。该范数的优点在于具有

关于 A的逐分量表示，不必关心其本征值或奇异值：

‖A‖22 = Tr(A∗A) =
∑
i

(A∗A)i =
∑
i

(A∗)i,jAj,i =
∑
i,j

|Ai,j |2 =⇒ ‖A‖2 = ‖(Ai,j)‖2. (C.3.3)

C.3.3 谱范数

A ∈ L(Fn,Fm)的谱范数定义为 ‖A‖∞ = sup {‖Au‖2|u ∈ Fn, ‖u‖2 ≤ 1}，其主要性质我们已经在第14.3节进
行了详细讨论。需要补充的是，根据命题 C.2，‖A∗A‖∞ ≤ ‖A∗‖∞‖A‖∞ = ‖A‖2∞；反之，对于任意正数 ε，存在

u ∈ Fn，使得 ‖u‖2 ≤ 1且 ‖Au‖2−ε < ‖Au‖2。根据Hölder不等式（命题C.2），‖Au‖22 = u∗A∗Au = Tr(A∗Auu∗) ≤
‖A∗A‖∞‖uu∗‖1 = ‖A∗A‖∞‖u‖2 ≤ ‖A∗A‖∞。由 ε的任意性，‖A‖2∞ ≤ ‖A∗A‖∞。类似地 ‖AA∗‖2∞ = ‖A‖2∞。
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